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1. КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ 

 
1.1 Лекция №1 (2часа)  

Тема: «Система линейных уравнений. Матрицы. Определители». 
1.1.1. Вопросы лекции: 

1. Понятие системы линейных уравнений. 
2. Матрицы. 
3. Определители. 
4. Вычисление определителей. 
5. Операции над матрицами. 

1.1.2 Краткое содержание вопросов:  

1. Понятие системы линейных уравнений. 
Определение. Линейными операциями над какими-либо объектами называются их сложе-
ние и умножение на число. 
Определение. Линейной комбинацией переменных называется результат применения к 

ним линейных операций, т.е. ,...2211 nnxxx ααα +++  где  −iα числа, −ix переменные. 

Определение. Линейным уравнением называется уравнение вида 

        ,...2211 bxaxaxa nn =+++                                                                                  (2.1) 

 где ia  и b – числа, ix - неизвестные. 

Таким образом, в левой части линейного уравнения стоит линейная комбинация неизвест-
ных, а в правой – число. 
Определение. Линейное уравнение называется однородным, если b = 0. В противном слу-
чае уравнение называется неоднородным. 
Определение. Системой линейных уравнений (линейной системой) называется система 
вида 
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где  ija , ib - числа, jx - неизвестные, n – число неизвестных, m – число уравнений. 

Определение. Решением линейной системы (2.2) называется набор чисел 

,,...,, 00201 nxxx  которые при подстановке вместо неизвестных обращают каждое уравнение 

системы в верное равенство. 
2. Матрицы. 

Определение. Матрицей называется прямоугольная таблица чисел. 
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Обозначения:  А – матрица, ija  - элемент матрицы, −i  номер строки, в которой стоит дан-

ный элемент, −j  номер соответствующего столбца; m – число строк матрицы, n – число 

ее столбцов. 
Определение. Числа m и n называются размерностями матрицы. 
Определение. Матрица называется квадратной, если m = n. Число n в этом случае называ-
ют порядком квадратной матрицы. 



Каждой квадратной матрице можно поставить в соответствие число, определяемое един-
ственным образом с использованием всех элементов матрицы. Это число называется оп-
ределителем. 
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Определение. Транспонированием матрицы называется замена ее строк столбцами с теми 
же номерами. 

3. Определители. 
Определение. Определителем второго порядка называется число, полученное с помощью 
элементов квадратной матрицы 2-го порядка следующим образом: 
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При этом из произведения элементов, стоящих на так называемой главной диагонали мат-
рицы (идущей из левого верхнего в правый нижний угол) вычитается произведение эле-
ментов, находящихся на второй, или побочной, диагонали. 
Определение. Определителем третьего порядка называется число, определяемое с помо-
щью элементов квадратной матрицы 3-го порядка следующим образом: 
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Замечание. Для того чтобы легче запомнить эту формулу, можно использовать так назы-
ваемое правило треугольников. Оно заключается в следующем: элементы, произведения 
которых входят в определитель со знаком «+», располагаются так: 
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 образуя два треугольника, симметричных относительно главной диагона-

ли. Элементы, произведения которых входят в определитель со знаком «-», располагаются 

аналогичным образом относительно побочной диагонали: .
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2. Вычисление определителей. 
Сформулируем и докажем основные свойства определителей 2-го и 3-го порядка (доказа-
тельство проведем для определителей 3-го порядка). 
Свойство 1. Определитель не изменяется при транспонировании, т.е. 
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Замечание. Следующие свойства определителей будут формулироваться только для строк. 
При этом из свойства 1 следует, что теми же свойствами будут обладать и столбцы. 
Свойство 2. При умножении элементов строки определителя на некоторое число весь оп-
ределитель умножается на это число, т.е. 
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Свойство 3. Определитель, имеющий нулевую строку, равен 0.     
Свойство 4. Определитель, имеющий две равные строки, равен 0. 
Свойство 5. Определитель, две строки которого пропорциональны, равен 0. 
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Свойство 6. При перестановке двух строк определителя он умножается на –1. 
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Свойство 7.  
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Свойство 8. Величина определителя не изменится, если к элементам одной строки приба-
вить соответствующие элементы другой строки, умноженные на одно и то же число. 
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Определение. Минором элемента определителя называется определитель, полученный из 
данного путем вычеркивания строки и столбца, в которых стоит выбранный элемент. 

Обозначение:  −ija выбранный элемент определителя, −ijM его минор. 

Определение.  Алгебраическим дополнением ijA элемента определителя называется его 

минор, если сумма индексов данного элемента i+j есть число четное, или число, противо-

положное минору, если i+j нечетно, т.е. .)1( ij

ji

ij MA +−=  

3.  Операции над матрицами. 
Суммой двух матриц одинакового порядка называют матрицу такого же порядка, 

элементы которой равны сумме соответствующих элементов матриц.  
Аналогично, разностью двух матриц одинакового порядка называют матри-

цу такого же порядка, элементы которой равны разности соответствующих элементов 
матриц. 

Произведением матрицы  на число есть матрица того же порядка, элементы кото-
рой получены умножением соответствующих элементов матриц на это же число.  

 
 
1.2 Лекция №2 (2 часа) 

Тема: «Решение систем линейных уравнений». 
1.2.1 Вопросы лекции: 

1. Решение СЛУ методом Гаусса. 
2. Формулы Крамера для решения СЛУ. 

1.2.2 Краткое содержание вопросов. 



 
1. Решение СЛУ методом Гаусса. 

Замечание. Линейная система (2.2) может иметь единственное решение, бесконечно много 
решений или не иметь ни одного решения. 
   Условия существования и количества решений линейной системы будут изучены в 
дальнейшем, а пока рассмотрим способы нахождения единственного решения системы, 
в которой число уравнений равно числу неизвестных:  
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Пусть 011 ≠a  (этого всегда можно добиться, поменяв уравнения местами). Разделим 

обе части первого уравнения на 
11a  и вычтем полученное уравнение из каждого из осталь-

ных уравнений системы, умножив его предварительно на ,1ia  где i – номер очередного 

уравнения. Как известно, полученная при этом новая система будет равносильна исход-
ной. Коэффициенты при 

1x  во всех уравнениях этой системы, начиная со второго, будут 

равны 0, т.е. система выглядит так: 
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Таким же образом можно исключить 
2x  из третьего и последующих уравнений. Про-

должая эту операцию для следующих неизвестных, приведем систему к так называемому 
треугольному виду: 
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Здесь символами iijij baa
~

,,~
&&  и ib&&  обозначены изменившиеся в результате преобразований 

числовые коэффициенты и свободные члены. 

     Из последнего уравнения системы (2.4) единственным образом определяется nx , а за-

тем последовательной подстановкой – остальные неизвестные. 
Замечание. Иногда в результате преобразований в каком-либо из уравнений обращаются в 
0 все коэффициенты и правая часть, то есть оно превращается в тождество  0=0. Исключив 
его из системы, мы уменьшим число уравнений по сравнению с числом неизвестных. Та-
кая система не может иметь единственного решения.  
Если же в процессе применения метода Гаусса какое-нибудь уравнение превратится в ра-
венство вида 0=1 (коэффициенты при неизвестных обратились в 0, а правая часть приняла 
ненулевое значение), то исходная система не имеет решения, так как подобное равенство 
является неверным при любых значениях неизвестных. 

2. Формулы Крамера для решения СЛУ. 



Пусть нам требуется решит

в которой число уравнений

ной матрицы системы отли

Пусть  - определитель ос
лители матриц, которые по
венно на столбец свободны
 

При таких обозначениях не

Крамера как 
линейных алгебраических 

1.3 Лекция №3 (2ча
Тема: «Обратная матриц

1.3.1 Вопросы лекц
1. Обратная матрица. 
2. Решение систем линейны

1.3.2 Краткое содер
1. Обратная матрица.  
Обратная матрица A−1 —
но единичной матрице E:

Замечание.  Обратная матр
которых не равен нулю. 

● det(A-1) =  
1 

det(A) 
 

 решить систему линейных алгебраических урав

  
нений равно числу неизвестных переменных и о

 отличен от нуля, то есть, . 

ель основной матрицы системы, а 
ые получаются из А заменой 1-ого, 2-ого, …, n

бодных членов: 

 
иях неизвестные переменные вычисляются по ф

. Так находит
ских уравнений методом Крамера. 

 
 

(2часа).   
трица. Решение систем линейных уравнений
 лекции: 

нейных уравнений в матричном виде. 
 содержание вопросов. 

— матрица, произведение которой на исходн
 

A·A-1 = A-1·A = E 
я матрица существует только для квадратных м

Свойства обратной матрицы 

х уравнений 

ых и определитель основ-

 - опреде-
, n-огостолбца соответст-

я по формулам метода 

ходится решение системы 

нений в матричном виде» 

исходную матрицу A рав-

ных матриц определитель 



● (A·B)-1 = A-1·B-1 

● (A-1)T = (AT)-1 

● (kA)-1 =  
A-1 

k 
 

● (A-1)-1 = A 

2. Решение систем линейных уравнений в матричном виде. 
Методы вычисления обратной матрицы 

Вычисление обратной матрицы с помощью присоединённой матрицы 

Теорема. 

 Если справа к квадратной матрице дописать единичную матрицу того же порядка и с по-
мощью элементарных преобразований над строками преобразовать полученную матрицу 
так, чтобы начальная матрица стала единичной, то матрица полученная из единичной бу-
дет обратной матрицей к исходной. 
Замечание. 

 Если при преобразованиях в левой части матрицы образуется нулевая строка (столбец), 
то исходная матрица не имеет обратной матрицы. 
Пример 1. 

 Найти обратную матрицу матрицы A 

A =  

 

2 4 1 

 

0 2 1 

2 1 1 

Решение: Приписываем к матрице A справа единичную матрицу третьего порядка: 

A|E =  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~ 0 2 1 0 1 0 

2 1 1 0 0 1 

Преобразуем левую часть полученной матрицы в единичную. Для этого от 3-тей строки 
отнимем 1-ую строку: 

~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~  
0 2 1 0 1 0 

2 - 2 1 - 4 1 - 1 0 - 1 0 - 0 1 - 0 

 

 ~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~ 0 2 1 0 1 0 

0 -3 0 -1 0 1 

Третью строку поделим на (-3) и поменяем местами со второй строкой: 

~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~  
0 2 1 0 1 0 

0 1 0 1/3 0 -1/3 

 

 ~  
2 4 1 1 0 0 

 ~ 
0 1 0 1/3 0 -1/3 



0 2 1 0 1 0 

Отнимем он 1-ой строки 2-ую умноженную на 4; от 3-тей строки 2-ую умноженную на 2: 

~  

 

2 - 4·0 4 - 4·1 1 - 4·0 1 - 4·(1/3) 0 - 4·0 0 - 4·(-1/3) 

 

 ~  0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 - 2·0 2 - 2·1 1 - 2·0 0 - 2·1/3 1 - 2·0 0 - 2·(-1/3) 

 

 ~  

 

2 0 1 -1/3 0 4/3 

 

 ~ 
0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

Отнимем он 1-ой строки 3-ую строку: 

~  

 

2 - 0 0 - 0 1 - 1 -1/3 - (-2/3) 0 - 1 4/3 - 2/3 

 

 ~  0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

 

 ~  

 

2 0 0 1/3 -1 2/3 

 

 ~ 
0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

Разделим 1-ую строку на 2: 

~  

 

1 0 0 1/6 -1/2 1/3 

 

0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

 

Ответ: A-1 =  

 

1/6 -1/2 1/3 

 

1/3 0 -1/3 

-2/3 1 2/3 

 
Вычисление обратной матрицы с помощью союзной матрицы 

Определение.  Матрица Ã, элементы которой равны алгебраическим дополнени-
ям соответствующих элементов матрицы A называется союзной матрицей. 

A-1 =  
1 

ÃT 
det(A) 

Пример 1.  Найти обратную матрицу матрицы A 

A =  

 

2 4 1 

 

0 2 1 

2 1 1 

Решение: Найдем определитель матрицы A: 

det(A) =  
2 4 1 

 =  
0 2 1 



2 1 1 

= 2·2·1 + 4·1·2 + 1·0·1 - 1·2·2 - 2·1·1 - 4·0·1 = 4 + 8 + 0 - 4 - 2 - 0 = 6 

Найдем алгебраические дополнения матрицы A: 

A11 = (-1)1 + 1· 
2 1 

 = 2·1 - 1·1 = 1 
1 1 

 

A12 = (-1)1 + 2· 
0 1 

 = -(0·1 - 1·2) = 2 
2 1 

 

A13 = (-1)1 + 3· 
0 2 

 = 0·1 - 2·2 = -4 
2 1 

 

A21 = (-1)2 + 1· 
4 1 

 = -(4·1 - 1·1) = -3 
1 1 

 

A22 = (-1)2 + 2· 
2 1 

 = 2·1 - 1·2 = 0 
2 1 

 

A23 = (-1)2 + 3· 
2 4 

 = -(2·1 - 4·2) = 6 
2 1 

 

A31 = (-1)3 + 1· 
4 1 

 = 4·1 - 1·2 = 2 
2 1 

 

A32 = (-1)3 + 2· 
2 1 

 = -(2·1 - 1·0) = -2 
0 1 

 

A33 = (-1)3 + 3· 
2 4 

 = 2·2 - 4·0 = 4 
0 2 

Запишем союзную матрицу: 

Ã =  

 

1 2 -4 

 

-3 0 6 

2 -2 4 

Найдем обратную матрицу: 

A-1 =  
1 

ÃT  =  
1 

det(A) 6 
 

 

1 -3 2 

 

2 0 -2 

-4 6 4 
 

 =  

 

1/6 -1/2 1/3 

 

1/3 0 -1/3 

-2/3 1 2/3 
 

 

Ответ: A-1 =  

 

1/6 -1/2 1/3 

 

1/3 0 -1/3 

-2/3 1 2/3 

 



1.4 Лекция №4 (2часа).   
Тема: «Числовые множества. Множество комплексных чисел» 

1.4.1 Вопросы лекции: 
1. Числовые множества. 
2. Множество комплексных чисел. 

1.4.2 Краткое содержание вопросов. 
1. Числовые множества. 

• Числа вида N = {1, 2, 3, ....} называются натуральными. Натуральные числа появи-
лись в связи с необходимостью подсчета предметов 

1. Если m, n, k - натуральные числа, то при m - n = k говорят, что m - уменьшаемое, n 

- вычитаемое, k - разность; при m : n = k говорят, что m - делимое, n - делитель, 

k - частное, число m называют также кратным числа n, а число n - делите-

лем числа m, Если число m - кратное числа n, то существует натуральное чис-
ло k, такое, что m = kn. 

2. Из чисел с помощью знаков арифметических действий и скобок составляют-
ся числовые выражения. Если в числовом выражении выполнить указанные дей-
ствия, соблюдая принятый порядок, то получиться число, которое называет-
ся значением выражения. 

3. Порядок арифметических действий: сначала выполняются действия в скобках; 
внутри любых скобок сначала выполняют умножение и деление, а потом сложение 
и вычитание. 

4. Если натуральное число m не делится на натуральное число n, т.е. не существует 
такогонатурального числа k, что m = kn, то рассматривают деление с остат-

ком: m = np + r, где m - делимое, n - делитель (m>n), p - частное, r - остаток. 
5. Если число имеет только два делителя (само число и единица), то оно называет-

ся простым: если число имеет более двух делителей, то оно называет-
ся составным. 

6. Любое составное натуральное число можно разложить на простые множители, 
и только одним способом. При разложении чисел на простые множители исполь-
зуют признаки делимости. 

7. Для любых заданных натуральных чисел a и b можно найти наибольший общий 

делитель. Он обозначается D(a,b). Если числа a и b таковы, что D(a,b) = 1, то чис-
ла a и b называются взаимно простыми. 

8. Для любых заданных натуральных чисел a и b можно найти наименьшее общее 

кратное. Оно обозначается K(a,b). Любое общее кратное чисел a и b делится 
на K(a,b). 

9. Если числа a и b взаимно простые, т.е. D(a,b) = 1, то K(a,b) = ab . 

• Числа вида: Z = {... -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, ....} называются целыми числами, т.е. целые 
числа - это натуральные числа, числа, противоположные натуральным, и число 0. 

Натуральные числа 1, 2, 3, 4, 5.... называют также положительными целыми числами. 
Числа -1, -2, -3, -4, -5, ...,противоположные натуральным, называются отрицательными це-
лыми числами. 

Целые и дробные числа составляют множество рациональных чисел: Q = 
Z ∪ {m/n}, где m - целое число, а n - натуральное число. 

1. Среди дробей, обозначающих данное рациональное число, имеет 
2. ся одна и только одна несократимая дробь. Для целых чисел - это дробь со знаме-

нателем 1. 
3. Каждое рациональное число представимо в виде конечной или бесконечной перио-

дической десятичной дроби. 



4. Дробь m/n называется правильной, если ее числитель меньше знаменателя, 
и неправильной, если ее числитель больше знаменателя или равен ему. 

5. Всякую неправильную дробь можно представить в виде суммы натурального числа 
и правильной дроби. 

6. Основное свойство дроби: если числитель и знаменатель данной дроби умножить 
на одно и то же натуральное число, то получится дробь, равная данной. 

7. Если числитель и знаменатель дроби взаимно простые числа, то дробь называет-
ся несократимой. 

8. В виде десятичной дроби можно записать правильную дробь, знаменатель которой 
равен степени с основанием 10. Если к десятичной дроби приписать справа нуль 
или несколько нулей, то получится равная ей дробь. Если десятичная дробь окан-
чивается одним или несколькими нулями, то эти нули можно отбросить - полу-
читься равная ей дробь. Значимыми цифрами числа называются все его цифры, 
кроме нулей, стоящих в начале. 

9. Последовательно повторяющаяся группа цифр после запятой в десятичной записи 
числа называется периодом, а бесконечная десятичная дробь, имеющая такой пе-
риод в своей записи, называется периодической. Если период начинается сразу 
после запятой, то дробь называется чистой периодической; если же между запя-
той м периодом есть другие десятичные знаки, то дробь называется смешанной 
периодической. 

Числа не являющиеся целыми или дробными называются иррациональными. 
Каждое иррациональное число представляется в виде непериодической бесконечной 

десятичной дробью. 

Множество всех конечных и бесконечных десятичных дробей называет-
ся множеством действительных чисел: рациональных и иррациональных. 
 
2. Множество комплексных чисел. 

Комплексные числа. Комплексным числом называется число вида z=a+b⋅i , a, b ∈ R, 
i2=−1z=a+b⋅i, a, b ∈R, i2=−1 
Замечание. 

1. Действительное число a - это действительная часть числа z и обозначает-
ся a=Reza=Rez 

2. Действительное число b - это мнимая часть числа z и обозначается b=Imzb=Imz 
Действительные числа представляют собой полноценный набор чисел и действий 

над ними, которого, кажется, должно хватить для решения любых заданий курса матема-
тики. Но как решить такое уравнение в действительных числах x2+1=0x2+1=0? Существу-
ет ещё одно расширение чисел - комплексные числа. В комплексных числах можно брать 
корни из отрицательных чисел. 

 
 

1.5 Лекция №5 (2часа).   
Тема: «Векторы. Действия над векторами» 

1.5.1 Вопросы лекции: 
1. Понятие вектора. 
2. Действия над векторами. 

1.5.2 Краткое содержание вопросов. 
1. Понятие вектора. 
Определение 1. Величина, полностью характеризуемая своим числовым значением в вы-
бранной системе единиц, называется скалярной или скаляром. 
(Масса тела, объем, время и т.д.) 



Определение 2. Величина
вается векторной или вект

(Перемещение, сила, скоро

Обозначения: ,  или 
 Геометрический вектор –

Для вектора  – точка А
Определение 3. Модуль ве
Определение 4. Векто

ся нулевым, обозначается
Определение 5. Векторы, 
называются коллинеарным

ление, то они называются
Определение 6. Два векто
дулю. 

 

2. Действия над векторам
1) Сложение векторов. 

Опр. 6. Суммой двух векто
на этих векторах, исходяща
ма). 

 Рис.1.  

Опр. 7. Суммой трех векто
ного на этих векторах (пра

Опр. 8. Если А, В, С – прои

  
 рис.2  
 Свойства сложения. 

1о.  +  =  +  (переме

2о.  + (  + ) = (  + ) +

3о.  + (– ) + . 
2) Вычитание векторов.

Опр. 9. Под разностью век

 = . 

ичина, характеризуемая числовым значением и
вектором. 

 скорость и т.д.) 

, . 
– это направленный отрезок. 

А – начало, точка В – конец вектора. 
вектора – это длина отрезка AB. 

Вектор, модуль которого равен 

ется . 
оры, расположенные на параллельных прямых

ными. Если два коллинеарных вектора имею
ются сонаправленными. 
вектора считаются равными, если они сонапра

торами. 

 векторов  и  является диагональ параллело
одящая из общей точки их приложения (правил

 

 векторов , ,  называется диагональ паралл
(правило параллелепипеда). 

произвольные точки, то  +  =  (пра

ереместительный закон). 

) +  = (  + ) +  (сочетательный закон).

ров. 

векторов  и понимают вектор  =  – 

ием и направлением, назы-

ен нулю, называет-

ямых или на одной прямой 
 имеют одинаковое направ-

аправлены и равны по мо-

ллелограмма, построенного 
равило параллелограм-

араллелепипеда, построен-

(правило треугольника). 

акон). 

  такой, что  + 



В параллелограмме – это 
3) Умножение вектора на

Опр. 10. Произведением 

имеющий длину ka, и напр

1.     совпадает с направлен

2.     противоположно напр
3.     произвольно, если k = 
Свойства умножения век

1о. (k + l)  = k  + l . 

 k(  + ) = k  + k . 

2o. k(l ) = (kl) . 

3o. 1⋅  = , (–1) ⋅  = – 

1.6 Лекция №6 (2ча
Тема: «Прямая на плоско

1.6.1 Вопросы лекц
1. Метод координат. 
1. Прямая. Способы задани
1. Взаимное расположение

1.6.2 Краткое содер
1. Метод координат
Под системой коор

описать положение точки 
картова) система координа

ранты). 
 Единичные векторы

значают Оху, а плоскость,
натной плоскостью. 

Рассмотрим произво
сом-вектором точки М. 

Координатами точки
вектора OM. Если OM=(x;
зывается абсциссой точки М

это другая диагональ СД (см.рис.1). 
ра на число. 

 вектора   на скаляр k называется вектор 

 = k  = k, 
 направление, которого: 

авлением вектора , если k > 0; 

 направлению вектора , если k < 0; 
= 0. 

я вектора на число. 

, 0 ⋅  = . 
 
 

(2часа).   
лоскости» 
 лекции: 

адания. 
ение прямых на плоскости.  

 содержание вопросов. 
динат. 

оординат на плоскости понимают способ, по
очки плоскости. Одной из таких систем являет

динат. 
Прямоугольная система коорд

взаимно перпендикулярными прямыми
из которых выбрано положительное 
единичный (масштабный) отрезок. 
обычно берут одинаковой для обеих ос
осями координат, точку их пересечен
динат. Одну из осей называют осью аб
гую — осью ординат (осью Оу) (рис. 1

  На рисунках ось абсцисс обыч
зонтально и направленной слева нап
вертикально и направленной снизу в
делят плоскость на четыре области 

кторы осей обозначают �� и ��(| i |=| j |=1, �� � ��). Си
кость, в которой расположена система координ

роизвольную точку Μ плоскости Оху. Вектор О

 точки Μ в системе координат Оху называются
=(x;y), то координаты точки Μ записывают та

очки М, у — ординатой точки Μ. 

 

об, позволяющий численно 
является прямоугольная (де-

координат задается двумя 
ямыми — осями, на каждой 
льное направление и задан 
езок. Единицу масштаба 
их осей. Эти оси называют 

сечения  О - началом коор-
абсцисс (осью Ох), дру-

рис. 1).   
 обычно располагают гори-
а направо, а ось ординат - 
изу вверх. Оси координат 

 — четверти (или квад-

). Систему координат обо-
ординат, называют коорди-

ктор ОМ называется радиу-

ются координаты радиуса-
ают так: М(х;у), число x на-



Эти два числа x  и  y полностью определяют положение точки на плоскости, а 
именно: каждой паре чисел x и  y соответствует единственная точка М плоскости, и на-
оборот. 

2. Прямая. Способы задания. 
Линия на плоскости рассматривается (задается) как множество точек, обладающих 

некоторым только им присущим геометрическим свойством. Например, окружность ра-
диуса R есть множество всех точек плоскости, удаленных на расстояние - R от некоторой 
фиксированной точки О (центра окружности). 

Введение на плоскости системы координат позволяет определять положение точки 
плоскости заданием двух чисел — ее координат, а положение линии на плоскости опреде-
лять с помощью уравнения (т. е. равенства, связывающего координаты точек линии). 

Уравнением линии (или кривой) на плоскости Оху называется такое уравнение 
F(x;y) = 0 с двумя переменными, которому удовлетворяют координаты  x и у  каждой точ-
ки линии и не удовлетворяют координаты любой точки, не лежащей на этой линии. 

Переменные x и у в уравнении линии называются текущими координатами точек 
линии. 

Уравнение линии позволяет изучение геометрических свойств линии заменить ис-
следованием его уравнения. 

Определение. Любая прямая на плоскости может быть задана уравнением первого 
порядка   Ах + Ву + С = 0, причем постоянные А, В не равны нулю одновременно. Это 
уравнение первого порядка называют общим уравнением прямой.  

Уравнение прямой может быть представлено в различном виде в зависимости от 
каких – либо заданных начальных условий.  

Уравнение прямой по точке и вектору нормали 
Определение. В декартовой прямоугольной системе координат вектор с компонен-

тами (А, В) перпендикулярен прямой , заданной уравнением Ах + Ву + С = 0.  
Уравнение прямой, проходящей через две точки 

Пусть в пространстве заданы две точки M 1 ( x 1 , y 1 ) и M2 ( x 2, y 2), тогда уравне-

ние прямой, проходящей через эти точки: 
	
	�

	�
	�
=

�
��

��
��
. 

Если какой- либо из знаменателей равен нулю, следует приравнять нулю соответ-
ствующий числитель.  

Уравнение прямой по точке и угловому коэффициенту 
Если общее уравнение прямой Ах + Ву + С = 0 привести к виду:  

� = −
�

�
� 

и обозначить −
�

�
= �, −

�

�
= �, то полученное уравнение � = �� + � называет уравнением 

прямой с угловым коэффициентом k .  
Уравнение прямой по точке и направляющему вектору 

По аналогии с пунктом, рассматривающим уравнение прямой через вектор нормали 
можно ввести задание прямой через точку и направляющий вектор прямой.  

Определение. Каждый ненулевой вектор ( α1 , α2 ), компоненты которого удовле-
творяют условию А α1 + В α2 = 0 называется направляющим вектором прямой       Ах + Ву 
+ С = 0.  

Уравнение прямой в отрезках 
Если в общем уравнении прямой Ах + Ву + С = 0 С≠0, то, разделив на –С, получим:  

−
�

�
� −

�

�
� = 1 

или  
	

�
+

�

�
= 1, где 



Геометрический смы
натой точки пересечения п
с осью Оу.  

Cледует отметить, ч
ках, например, прямые, пар

3. Взаимное распол
Определение. Если 

между этими прямыми буд

Две прямые паралле
Две прямые перпенд
Теорема. Прямые А

порциональны коэффициен

ют.  
Координаты точки п

нений этих прямых.  
 
 

1.7 Лекция №4 (2ча
Тема: «Кривые второго п

1.7.1  Вопросы лекц
1. Определение кривой вто
2. Окружность. 
3. Эллипс. 
4. Гипербола. 
5. Парабола. 

1.7.2 Краткое содер
1. Определение кри

   Алгебраической кривой 
картовой системе координа

где не все коэффициенты А
Если кривая Г невырожден
ма координат, в которой у
(каноническое уравнение):

 - эллипс,

 - гипербол

px  - парабола. 

2. Окружность. 
Окружностью назы

ной точки – от центра.  

Таким образом, урав
вид: 

� = −
�

�
, � = −

�

�
 

ий смысл коэффициентов в том, что коэффицие
ния прямой с осью Ох, а b – координатой точк

ить, что не каждую прямую можно представит
е, параллельные осям или проходящие через на

асположение прямых на плоскости.  
Если заданы две прямые y = k1 x + b1 , y = k 2

и будет определяться как  

. 
раллельны, если k1 = k2 .  
рпендикулярны, если k1 = -1/ k2 .  

е Ах + Ву + С = 0 и А 1 х + В1 у + С1 = 0 па

циенты А1 = λА, В1 = λВ. Если еще и С1 = λ

очки пересечения двух прямых находятся как р

(2часа). 
ого порядка» 
 лекции: 

второго порядка. 

 содержание вопросов. 
ие кривой второго порядка. 
ивой второго порядка называется кривая Г, ур
рдинат имеет вид: 

Аx2 + 2Вxy + Сy2 + 2Dx + 2Еy + F = 0, 
нты А, В и С равны одновременно нулю. 
ожденная, то для неё найдется такая декартова 
рой уравнение этой кривой примет один из с

ение): 

ипс,  

ербола,  

 

зывается множество всех точек плоскости, р

, уравнение окружности с центром в точке 

фициент а является коорди-
 точки пересечения прямой 

тавить уравнением в отрез-
рез начало координат.  

2x + b2 , то острый угол 

0 параллельны, когда про-

= λС, то прямые совпада-

 как решение системы урав-

 Г, уравнение которой в де-

ртова прямоугольная систе-
 из следующих трех видов 

сти, равноудаленных от од-

 радиуса  имеет 



.

 

Частный случай уравнения
3. Эллипс. 

 Эллипс – геометриче
до двух точек  и , наз

расстояние между фокусам

Если а>b, то фокусы нахо
эллипса О. 

Число 

са и является мерой его «
при  он вырождает

Если а<b, то фокусы наход

4. Гипербола.  
Гипербола –  геометр

ний от которых до двух точ

. 

ния окружности с центром в точке :    

трическое множество точек плоскости, сумма р
, называемых фокусами, есть величина постоя

кусами 2c: . 

  
Эллипс, заданный кан

ем: 

  
симметричен относите
Параметры а и b назы
липса (большой и ма

точки , 

 называются е

 находятся на оси ОХ на расстоянии 

 ( )  называется экс

 его «сплюснутости» (при  эллипс явл
ждается в отрезок длиною ). 

находятся на оси ОY   и , 

ометрическое множество точек плоскости, мод

ух точек   и  , называемых фокусами, есть

2a, меньшая, чем расстоя

2c:  

Гипербола, заданная кан
ем:  

 симме

осей координат. Она пере

    . 

мма расстояний от которых 
остоянная 2a, большая, чем 

й каноническим уравнени-

  

осительно осей координат. 
называются полуосями эл-

 и малой соответственно), 

, , , 

ются его вершинами. 

 от центра 

ся эксцентриситетом эллип-

с является окружностью, а 

. 

и, модуль разности расстоя-

и, есть величина постоянная 

асстояние между фокусами 

. 

я каноническим уравнени-

симметрична относительно 

а пересекает ось ОХ в точ-



ках  и 

Параметр а называется вещ
 

Число 

перболы. 

Прямые  назы

Гипербола, заданная канон

 ( или 

птоты). Её фокусы располо

 - вершинах гипер

В этом случае параметр 

Эксцентриситет вычисляе

5. Парабола. 
Парабола – множеств

ваемой  

Если р>0, то в обоих случ
ветствующей оси, а если р<

 
 

1.8 Лекция №8 (2ча
Тема: «Понятие функции

1.8.1 Вопросы лекц
1. Понятие функции. 
2. Предел функции в  точке

1.8.2 Краткое содер
1. Понятие функции. 

Функция- зависимос
соответствует единственно

Переменная х- незав
Переменная у- завис
Значение функции

 - вершинах гиперболы, и не пересекает ос

ся вещественной полуосью, b – мнимой полуось

, ( ) называется 

называются асимптотами гиперболы. 

каноническим уравнением:  

или ),  называется сопряжённо

асположены на оси OY. Она пересекает ось О

 гиперболы, и не пересекает оси ОX. 

етр b называется вещественной полуосью, 

сляется по формуле: 

жество точек плоскости, равноудаленных от д

фокусом, и данной прямой, 

сой: . 

Парабола, заданная указа
уравнением, симметрична от

Уравнение 
метричную относительно ос

Парабола 

 и директрису 

Парабола 

 и директрису 

 случаях ветви параболы обращены в положит
сли р<0 – в отрицательную сторону. 

(2часа). 
кции. Предел функции в точке». 
 лекции: 

  точке. 
 содержание вопросов: 

симость переменной у от переменной x, если ка
венное значение у.  
независимая переменная или аргумент.  
зависимая переменная. 
ции- значение у, соответствующее заданному з

ает оси ОY. 

луосью.  

ется эксцентриситетом ги-

жённой (имеет те же асим-

сь ОY в точках  и 

ью, a – мнимой полуосью. 

, ( ). 

х от данной точки F, назы-

мой, называемой директри-

указанным каноническим 
чна относительно оси ОХ. 

 задает параболу, сим-
но оси ОY. 

 имеет фокус 

рису . 

  имеет фокус 

. 

ложительную сторону соот-

сли каждому значению х 

ому значению х.  



Область определения функции- все значения, которые принимает независимая пе-
ременная. Обозначается  ("). 

Область значений функции (множество значений)- все значения, которые принима-
ет функция. Обозначается $("). 

Функция является четной- если для любого х из области определения функции вы-
полняется равенство f(x)=f(-x) 

Функция является нечетной- если для любого х из области определения функции 
выполняется равенство f(-x)=-f(x) 

Возрастающая функция- если для любых х1 и х2, таких, что х1< х2, выполняется не-
равенство f(х1)<f(х2) 

Убывающая функция- если для любых х1 и х2, таких, что х1< х2, выполняется нера-
венство f(х1)>f(х2) 

Функция называется периодической, если существует такое число Т, что (� ± &) ∈
 (") и "(� + &) = "(� − &) = "(�). 

Способы задания функции. 

Чтобы задать функцию, нужно указать способ, с помощью которого для каждого 
значения аргумента можно найти соответствующее значение функции. Наиболее употре-
бительным является способ задания функции с помощью формулы у=f(x), где f(x)-
некоторое выражение с переменной х. В таком случае говорят, что функция задана фор-
мулой или что функция задана аналитически. 

На практике часто используется табличный способ задания функции. При этом 
способе приводится таблица, указывающая значения функции для имеющихся в таблице 
значений аргумента. Примерами табличного задания функции являются таблица квадра-
тов, таблица кубов. 

Наиболее наглядным является графический способ задания функции. При данном 
способе функция задается графиком, по которому можно для каждого х определить един-
ственное у. 

Основными элементарными функциями являются:  
1) степенная функция � = �', ( ∈ ), 

2) показательная функция � = �	, � > 0, � ≠ 1, 

3) логарифмическая функция � = log� � , � > 0, � ≠ 1, 

4) тригонометрические функции � = sin � , � = cos � , � = 45 �, � = 645 �, 

5) обратные тригонометрические функции � = arcsin � , � = arccos � , � =

�9645 �, � = �96645 �. 

2. Предел функции в  точке. 
Определение предела по Коши. Число A называется пределом функции f (x) в точке 

a, если эта функция определена в некоторой окрестности точки a за исключением, быть 
может, самой точки a, и для каждого ε > 0 существует δ > 0 такое, что для всех x, удовле-
творяющих условию |x – a| < δ, x ≠ a, выполняется неравенство |f (x) – A| < ε. 

Определение предела по Гейне. Число A называется пределом функции f (x) в точке 
a, если эта функция определена в некоторой окрестности точки a за исключением, быть 
может, самой точки a, и для любой последовательности :�';такой, что �' ≠ �, ∀( ∈ = 
сходящейся к числу a, соответствующая последовательность значений функции 
"(:�';)сходится к числу A.  

Если A – предел функции в точке a, то пишут, что  
lim
	→�

"(�) = � 

Определения предела функции по Коши и по Гейне эквивалентны. 
Если функция f (x) имеет предел в точке a, то этот предел единственный. 



Число A1 называетс
существует δ > 0 такое, что

  
Число A2 называетс

ε > 0 существует δ > 0 так

 
Предел слева обозн

лы характеризуют поведен
сторонними пределами.  

Если для каждого 
удовлетворяющих условию
что функция f (x) имеет в т

Если для каждого 
неравенство |f (x) – A| < ε, 
бесконечности, равен A:  

Если функция f (x) 
точки a, в которой функци
ределена). При этом, если 
за исключением самой точк

 
 

1.9 Лекция №9 (2ча
Тема: «Производная функ

1.9.1 Вопросы лекц
1. Понятие производной. 
2. Геометрический, механи
3. Правила дифференциров

1.9.2 Краткое содер
1. Понятие произво
Пусть функция y = 

в точке хo называется преде

Если этот предел ко

xo; при этом она оказываетс
Если же рассматрив

точке хo непрерывна, будем
изводную. 

Производная обозна

Нахождение произв
2. Геометрический
Геометрический см

коэффициент касательной 
что производная от пути 

вается пределом функции f (x) слева в точке a, е
ое, что для всех выполня- ется

вается пределом функции f (x) справа в точке
0 такое, что для всех вы- пол

обозначается lim	→�
@ "(�)предел справа –lim
ведение функции слева и справа от точки a. Их

 
дого ε > 0 существует такая δ-окрестность точ
ловию |x – a| < δ, x ≠ a, выполняется неравенств
ет в точке a бесконечный предел:  
ого ε > 0 существует такое δ > 0, что для люб

ε, то говорят, что предел функции f (x) при x
 

(x) имеет конечный предел в точке a, то су
ункция f ограничена ( возможно, что в самой то
 если A ≠ 0, то найдется окрестность точки a, в 
й точки a) значения функции f имеют тот же зн

(2часа). 
 функции в точке». 
 лекции: 

 
еханический и биологический смыслы производ
цирования.  
 содержание вопросов: 
оизводной 
я y = f(x) определена в промежутке X. Произво

 предел 

=

 
. 

конечный, то функция f(x) называется дифф

ывается обязательно и непрерывной в этой точк
атриваемый предел равен ∞ (или -∞ ), то при ус
 будем говорить, что функция f(x) имеет в точк

бозначается символами  

y ' ,   f ' (xo),   ,   . 
роизводной называется дифференцированием 
еский, механический и биологический смысл

й смысл производной состоит в том, что прои
ьной к кривой y=f(x) в данной точке хo; физи

пути по времени есть мгновенная скорость дв

ке a, если для каждого ε > 0 
ется неравенство 

 точке a, если для каждого 
полняется неравенство 

lim	→�A@ "(�). Эти преде-
 a. Их часто называют одно-

ть точки a, что для всех x, 
енство |f (x)| > ε, то говорят, 

я любого x > δ выполняется 
 при x, стремящемся к плюс 

 то существует окрестность 
мой точке a функция не оп-
и a, в которой (быть может, 
 же знак, что и число A. 

оизводной. 

изводной функции y = f(x) 

ифференцируемой в точке 
й точке. 
при условии, что функция в 
в точке хo бесконечную про-

 функции.  
мыслы производной. 
о производная есть угловой 

изический смысл - в том, 
сть движущейся точки при 



прямолинейном движении 
ная от числа особей попул
жения популяции. 

3. Правила дифферен
Если с - постоянно

функции, то справедливы с
1) (с) ' = 0, (cu) ' = cu
2) (u+v)' = u'+v'; 
3) (uv)' = u'v+v'u; 
4) (u/v)' = (u'v-v'u)/v
5) если y = f(u), u =

ставленная из дифференци

; 
6) если для функции

g(y), причем   ≠ 0, 
  
При нахождении пр

ментарных функций. 

 
1.10 Лекция №10 

Тема: «Исследование фун
1.10.1 Вопросы лек

1. Исследование функции
2. Исследование функции
.1.10.2 Краткое содержани

1. Исследование фун
С помощью производ

ции, точки экстремума, а т
межутке. 

Достаточное условие

а) если на заданном 
жутке; 

б) если   , то
Экстремум функции
Максимумом (миним

больше (меньше) всех ее 
Максимум и миниму

минимумы некоторой функ
6.4). 

Максимум и минимум
мента, при котором достиг
6.4 значения ,  ,  ,  

ении s = s(t) в момент t0; биологический смысл

популяции микроорганизмов =(4) по времени 

ференцирования. 
оянное число, и u = u(x), v = v(x) - некоторы
ивы следующие правила дифференцирования:
' = cu'; 

v'u)/v2; 
u), u = j(x), т.е. y = f(j(x)) - сложная функция,

ренцируемых функций j и f, то , или

нкции y = f(x) существует обратная дифференц

≠ 0, то . 

ии производных пользуются таблицами произв

 

 (2часа). 
е функции с помощью производных». 

ы лекции: 
кции с помощью первой производной. 
кции с помощью второй производной. 
ржание вопросов: 

функции с помощью первой производной
изводной функции можно определить характер

ма, а также ее наибольшее и наименьшее значе

овие возрастания (убывания) функции: 

нном промежутке   , то функция возра

, то функция убывает на этом промежутке. 
кции 

нимумом) функции   называют такое
 других значений в окрестности рассматрива

инимум функции имеют локальный характер,
функции могут оказаться больше максимумов

нимум функции называются  экстремумом фу

достигается экстремум, называется точкой экс

 и  являются точками экстремума рассмат

ысл – в том что производ-
мени есть скорость размно-

оторые дифференцируемые 
ания: 

ия, или суперпозиция, со-

, или 

еренцируемая функция x = 

производных основных эле-

ной 
рактер монотонности функ-
 значение на заданном про-

 возрастает на этом проме-

такое ее значение, которое 
атриваемой точки. 
ктер, поскольку отдельные 
умов той же функции (рис. 

функции . Значение аргу-
экстремума . На рисунке 

ссматриваемой функции. 



Критическими точк

производная функции равн

дят, решая уравнение: 
Алгоритм нахождени

1) находим 

2) находим ; 

3) находим критическ
4) наносим критическ
5) определяем знак пр
6) определяем 

если при переходе через
имеем точку максимума, 

Рассмотрим функцию
чение она может принимат

Алгоритм нахождени
данном отрезке:   

1) находим ; 

2) находим критическ
3) находим значение

жащих данному отрезку; 
4) определяем наибол
2. Исследование фун
Критическими точк

гумента, при которых втор
Критические точки

ние . 
Если при переходе че

ции меняет знак, то имеем

Если на некотором

ция  вогнута на эт
промежутке. 

 
 

1.11 Лекция №6 (2ч
Тема: «Дифференциал фу

1.11.1 Вопросы лек
1. Понятие и геометрическ
2. Свойства дифференциал
3. Применение дифференци
4. Абсолютная и относител

1.11.2 Краткое сод
1. Понятие и г

Определение.  

 
 

очками функции называют те значения арг
равна нулю или не существует. Критические

. 
дения точек экстремума функции: 

 область определения 

тические точки функции, решая уравнение 
тические точки на область определения функции

производной функции на полученных пром
 точки экстремума функции

ерез критическую точку производная меняет
 а если с «–» на «+», то имеем точку миниму

нкцию   на отрезке . Свое наибольш
нимать либо на концах отрезка, либо в точках 
ждения наибольшего и наименьшего значений 

тические точки функции, решая уравнение 
чение функции на концах отрезка и в критичес

 
аибольшее и наименьшее значение из полученн

функции с помощью второй производной
очками второго рода функции  назы

вторая производная этой функции равна нулю
точки второго рода функции нахо

через критическую точку второго рода втор
меем точку перегиба  графика функции. 

тором промежутке выполняется неравенство

этом промежутке, а если , то фун

(2часа). 
функции». 

ы лекции: 
ический смысл дифференциала. 
нциала. 
еренциала в приближенных вычислениях. 
сительная погрешности приближенных вычисл
е содержание вопросов: 

ие и геометрический смысл дифференциала

аргумента, при которых 
еские точки функции нахо-

 функции  ; 

; 
нкции; 
промежутках; 

кции по правилу:  
няет знак c «+» на «–», то 
инимума. 
большее и наименьшее зна-

 экстремума. 
 функции на за-

; 
тических точках, принадле-

ученных. 
ной 
называют те значения ар-

нулю или не существует. 
находят, решая уравне-

вторая производная функ-

нство , то функ-

функция выпукла на этом 

ычислений 

иала 



 
Итак, график диффе

угодно близко приближает

где α – бесконечно 
ния значения функции f в т

Линейную функцию

называют дифферен

производная в каждой точк

Приближенное знач
точке и дифференциала в 
следующим образом:  

Часто эту запись ис
руется функция. 

Геометрически дифф
к графику функции в данно

 
Дифференциалом фу

приращения функции. 
Дифференциал функц

независимой переменной 
Это записывается так

   или    
Геометрический см

приращению ординаты ка

M(x; y), при изменении x (а
Почему дифференци

 

ифференцируемой функции в окрестности каж
ижается к графику касательной в силу равенства

 

ечно малая в окрестности функция. Для при
и f в точке x0 + ∆x эту бесконечно малую функц

нкцию 

 

ференциалом функции f в точке и обозначаю

й точке равна 1, то есть  Поэтому п

 

 

е значение функции вблизи точки равно сум
ала в этой же точке. Это дает возможность з

ись используют, чтобы уточнить, по какой пер

и дифференциал функции df – это приращение о
 данной точке при изменении абсциссы точки н

м функции в некоторой точке x называется гл

функции y = f(x) равен произведению её произв
 x (аргумента). 

ся так: 

   или же    
й смысл дифференциала. Дифференциал фу
ты касательной S, проведённой к графику эт

(аргумента) на величину  (см. рисун
ренциал можно использовать в приближенны

 

и каждой своей точки сколь 
енства:  

 

я приближенного вычисле-
функцию можно отбросить:  

значают df. Для функции x 

ому пишут:  

о сумме ее значения в этой 
ость записать производную 

й переменной дифференци-

ение ординаты касательной 
чки на dx. 

тся главная, линейная часть 

роизводной на приращение 

ал функции y = f(x) равен 
ику этой функции в точке 

 рисунок). 
женных вычислениях? 



Дифференциал,  является главной, линейной относительно частью 

приращения функции; чем меньше , тем большую долю приращения составляет эта 
часть. В этом можно убедиться, мысленно передвигая перпендикуляр, опущенный из точ-

ки P (см. рисунок) к оси Ox, ближе к началу координат. Поэтому при малых значениях 

(и при ) приращение функции можно приближенно заменить его главной ча-

стью , т.е.                   
О разных формах записи дифференциала 

Дифференциал функции в точке x и обозначают   или   
Следовательно, 

                                                                    (1) 
или 

,                                                            (2) 
поскольку дифференциал функции y = f(x) равен произведению её производной на 

приращение независимой переменной. 

Замечание. Нужно помнить, что если x – исходное значение аргумента, а  - 
наращенное значение, то производная в выражении дифференциала берётся в исходной 
точке x ; в формуле (1) этого не видно из записи. 

Дифференциал функции можно записать в другой форме: 

                                                                     (3) 
Или 

                                                             (4) 
2. Свойства дифференциала 

В этом и следующем параграфах каждую из функций будем считать дифференци-
руемой при всех рассматриваемых значениях её аргументов. 

Дифференциал обладает свойствами, аналогичными свойствам производной: 

    (С – постоянная величина)                              (5) 

                                                                 (6) 
 

                                                              (7) 

                                                                 (8) 

                                                             (9) 
Формулы (5) – (9) получаются из соответствующих формул для производной умно-

жением обеих частей каждого равенства на . 
Одно из особеннейших свойств дифференциала - инвариантность формы дифферен-

циала в случае сложных функций. 
3. Применение дифференциала в приближенных вычислениях 

Установленное во втором параграфе приближенное равенство 

 
или 

                                                           (10)                
позволяет использовать дифференциал для приближенных вычислений значений 

функции. 
Запишем приближенное равенство более подробно. Так как 

 



а 

 
то 

 
или 

                                        (11) 
4. Абсолютная и относительная погрешности приближенных вычислений 

Пользуясь приближенным значением числа, нужно иметь возможность судить о сте-
пени его точности. С этой целью вычисляют его абсолютную и относительную погрешно-
сти. 

Абсолютная погрешность приближенного числа равна абсолютной величине 

разности между точным числом и его приближенным значением: 

                                                                     (12) 

Относительной погрешностью приближенного числа называется отношение аб-
солютной погрешности этого числа к абсолютной величине соответствующего точного 
числа: 

                                                                     (13) 
Если точное число неизвестно, то 

                                                                (14) 
Иногда, прежде чем применить формулу (11), требуется предварительно преобразо-

вать исходную величину. Как правило, это делается в двух целях. Во-первых, надо до-

биться, чтобы величина была достаточно малой по сравнению с , так как чем 

меньше , тем точнее результат приближенного вычисления. Во-вторых, жела-

тельно, чтобы величина вычислялась просто. 
 

 
 

1.12 Лекция №12 (2часа). 
Тема: «Функции нескольких переменных». 

1.12.1 Вопросы лекции: 
1. Понятие функции двух и более переменных 
2. Предел и непрерывность функции двух переменных 
3. Частные производные первого порядка. Полный дифференциал 

1.12.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Понятие функции двух и более переменных 

Многие явления, происходящие в природе, экономике, общественной жизни нельзя 
описать с помощью функции одной переменной. Например, рентабельность предприятия 
зависит от прибыли, основных и оборотных фондов. Для изучения такого рода зависимо-
стей и вводится понятие функции нескольких переменных. 

В данной лекции рассматриваются функции двух переменных, так как все основные 
понятия и теоремы, сформулированные для функций двух переменных, легко обобщаются 
на случай большего числа переменных. 

Пусть  – множество упорядоченных пар действительных чисел . 



Определение 1. Если каждой упорядоченной паре чисел по некоторо-

му закону поставлено в соответствие единственное действительное число , то гово-

рят, что задана функция двух переменных или . Числа на-
зываются при этом независимыми переменными или аргументами функции, а число – 

зависимой переменной. Например, формула , выражающая объем цилиндра, 

является функцией двух переменных: – радиуса основания и – высоты.  

Пару чисел иногда называют точкой , а функцию двух переменных 

– функцией точки . Значение функции в точке обозна-

чают или и называют частным значением функции двух пе-
ременных. 

Совокупность всех точек , в которых определена функция , 
называется областью определения этой функции. Для функции двух переменных область 
определения представляет собой всю координатную плоскость или ее часть, ограничен-
ную одной или несколькими линиями. 

Например, область определения функции – вся плоскость, а функции 

– единичный круг с центром в начале координат (

или . 
2. Предел и непрерывность функции двух переменных 

Понятия предела и непрерывности функции двух переменных аналогичны случаю 
одной переменной. 

Пусть – произвольная точка плоскости. – окрестностью точки 

называется множество всех точек , координаты которых удовле-

творяют неравенству . Другими словами, – окрестность 

точки – это все внутренние точки круга с центром в точке  и радиусом . 

Определение 2. Число называется пределом функции при 

(или в точке ), если для любого сколь угодно малого по-

ложительного числа существует (зависящее от ) такое, что для всех 

и удовлетворяющих неравенству выполня-

ется неравенство . 

Обозначается предел следующим образом: или 
. 

Определение 3. Функция называется непрерывной в точке 

, если: 1) определена в точке и ее окрестности; 2) имеет конечный 



предел ; 3) это

области, если она непрерыв

Точки, в которых усл
рыва этой функции. В неко
ва.  

Например, функция

). 

3. Частные производ

Пусть задана функци

щение , а аргумент 

, к

и обозначается : 

и придавая аргументу пр

ременной : 

Величина 

функции в точке 

Определение 4. Частн
переменных называется пр
функции к приращению да
предел существует). Обозн

или 
Таким образом, по оп

Частные производные
формулам, что и функция о

ровании по переменной 

менной постоянной счит

Определение 5. Полн
произведений частных про

висимых переменных, т.е.

; 3) этот предел равен значению функции в точк

. Функция называется непрер
рерывна в каждой точке этой области. 

х условие непрерывности не выполняется, назы
 некоторых функциях точки разрыва образуют

кция  имеет две линии разрыва: ось 

изводные первого порядка. Полный диффер

ункция двух переменных . Дадим а

оставим неизменным. Тогда функция пол

, которое называется частным приращением

. Аналогично, ф

приращение , получим частное прираще

.  

называется полн

. 

 Частной производной функции двух переменны
тся предел отношения соответствующего частно
ию данной переменной, когда последнее стреми
Обозначается частная производная так: 

, или . 
 по определению имеем: 

, 

. 

одные функции вычисляются по т
кция одной переменной, при этом учитывается,

, считается постоянной, а при дифферен

й считается . 

 Полным дифференциалом функции 
х производных этой функции на приращения со

, т.е.  . 

в точке , т.е. 

епрерывной в некоторой 

, называются точками раз-
азуют целые линии разры-

( ) и ось (

фференциал 

дим аргументу прира-

получит приращение 

ением по переменной 

чно, фиксируя аргумент 

ращение функции по пе-

я полным приращениием 

менных по одной из этих 
частного приращения 
тремится к нулю (если этот 

я по тем же правилам и 
ается, что при дифференци-

ференцировании по пере-

  называется сумма 
ния соответствующих неза-



Учитывая, что диффе

ниями, т.е.

  или 
 

 
1.13 Лекция №6 (2ч

Тема: «Неопределенный и
1.13.1 Вопросы лек

1. Понятие первообразной 
2. Понятие неопределенног
3. Основные методы интегр

1.13.2 Краткое соде
1. Понятие первооб
Определение. Функц

вале X=(a,b) (конечном или

ется производной для F(x
Из этого определения

дифференцирования: по за

ная которой равна f(x). Пе
вообразными будут 

функции f(x), рассмотрим

1. Если ф

то функция f(x) + 

для f(x) на этом инт

2. Если ф

интервале X=(a,b), т

в виде F1(x) = F(x) +

3.  Для л

dx. 

Из этих свойс
f(x) на интервале X, то всё
щих производную f(x) и ди
ем F(x) + C, где C - произв

2. Понятие неопред
Определение. Множ

интегралом от этой
Как следует из изло

f(x), то 
зывать подынтегральной ф

   

ифференциалы независимых переменных совпа

 , формулу полного дифференциала мо

. 

(2часа). 
ный интеграл». 

ы лекции: 
азной и ее свойства. 
енного интеграла и его свойства. 

интегрирования. 
е содержание вопросов: 
рвообразной и ее свойства. 
Функция F(x) называется первообразной для ф
ом или бесконечном), если в каждой точке этог

x), т.е. .  
еления следует, что задача нахождения первооб
 по заданной функции f(x ) требуется найти фун

). Первообразная определена неоднозначно: д
ут и функция arctg x, и фун

. Для того, чтобы описать все множ
трим 

Свойства первообразной. 

Если функция F(x) - первообразная для функци

) + C, где C - произвольная постоянная, тоже

м интервале. (Док-во: 

Если функция F(x) - некоторая первообразная

), то любая другая первообразная F1(x) мож

) + C, где C - постоянная на X функция. 

Для любой первообразной F(x) выполняется р

 свойств следует, что если F(x) - некоторая пе
то всё множество первообразных функции f(x
) и дифференциал f(x) dx) на этом интервале оп
роизвольная постоянная. 
определенного интеграла и его свойства. 
Множество первообразных функции f(x) называ

этой функции и обозначается си
 изложенного выше, если F(x) - некоторая пе

, где C - произвольная постоянная. Фун
ной функцией, произведение f(x) dx - подынтегр

 совпадают с их прираще-

ала можно записать в виде 

 для функции f(x) на интер-
е этого интервала f(x) явля-

рвообразной обратна задаче 
ти функцию F(x), производ-

но: для функции пер-
функция arctg x-10: 

 множество первообразных 

ункции f(x) на интервале X, 

, тоже будет первообразной 

). 

азная для функции f(x) на 

) может быть представлена 

ется равенство dF(x) = f(x) 

рая первообразная функции 
x) (т.е. функций, имею-

але описывается выражени-

азывается неопределённым 

 символом . 
ая первообразная функции 

. Функцию f(x) принято на-
ынтегральным выражением.  



3. Основные метод

     1. 

     2. 

     3. Если 

     4. 
 Замена переменных

     1. 

     2. Если 

 Формула интегриро

(u, v - дифференциру
Для нахождения не

основных элементарных фу
 
 
1.14 Лекция №7 (2 

Тема: «Определенный ин
 1.14.1 Вопросы лекции:
1. Понятие определенного 
2. Свойства определенного
3. Геометрический смысл о

1.14.2 Краткое соде
1. Понятие определ

Пусть на отрезке [a

этом отрезке неотрицатель
площадь S криволинейной
справа - прямыми x = a и 
делим произвольным образ

= b на n частей [x0 , x1], [x

длину i-го отрезка: 

произвольную точку 

ванием [xi-1 , xi] и высотой
кам. 

методы интегрирования. 

    

    

то 

 

ных в неопределенном интеграле:  

 

- первообразная для 

 
рирования по частям  

 
енцируемые функции). 
ия неопределенных интегралов пользуются т
ых функций. 

(2 часа) 
ый интеграл». 
ции: 
ного интеграла.  
нного интеграла. Формула Ньютона-Лейбница.
ысл определенного интеграла. 

е содержание вопросов: 
ределенного интеграла.  

Вычисление площади криволинейной трапе

a,b] (b>a) задана непрерывная функция y = 

цательные значения : при . Т
ейной трапеции ABCD, ограниченной снизу о

и x = b, сверху – функцией y = f(x). Для реш
 образом основание AD фигуры точками x0 = a

x1 , x2], …, [xi-1 , xi], …, [xn-1 , xn]; символом

. На каждом из отрез

чку , найдём , вычисл

(это произведение равно площади прям

сотой ) и просуммируем эти произведения п

 

то 

тся таблицами интегралов 

ница. 

апеции. 

= f(x) , принимающая на 

. Требуется определить 
изу отрезком [a,b], слева и 
я решения этой задачи раз-

a, x1 , x2 , …, xn-1 = a, xn 

волом будем обозначать 

 отрезков [xi-1 , xi] выберем 

ычислим произведение 

 прямоугольника Pi с осно-

ния по всем прямоугольни-



 
 Полученную сумму обозна

Sступ равно площади
i = 1,2,…,n; на левом рисун
S, она только даёт некотор
ние, будем увеличивать ко

этих отрезков 

ны при n = 7 (слева) и при
Sступ и S будет тоже стреми

Пусть на отрезке [a,
образом на n частей точкам

обозначим : 

. На каждом
вим сумму 

Сумма называется 

следовательности интеграл

ния отрезка [a,b] на части [
тегрируемой по отрезку [
функции f(x) по отрезку [

обозначим Sступ:  

ощади ступенчатой фигуры, образованной п
 рисунке эта площадь заштрихована. Sступ не ра
которое приближение к S. Для того, чтобы улу

ать количество n отрезков таким образом, чтобы

стремилась к нулю (на рисунке ступенчат

 и при n = 14 (справа)). При 
тремиться к нулю, т.е.  

 

. 
Определение определённого интеграла. 

,b] задана функция y = f(x). Разобьём отрезо
точками [x0 , x1], [x1 , x2], …, [xi-1 , xi], …, [xn-1 ,

; максимальную из дли

аждом из отрезков [xi-1 , xi] выберем произволь

ается интегральной суммой. Если существует (

тегральных сумм при , не зависящий 

асти [xi-1 , xi], ни от выбора точек , то функц
езку [a,b], а этот предел называется определё
зку [a,b] и обозначается  

.  

 

. 
ной прямоугольниками Pi,                 
не равна искомой площади 
ы улучшить это приближе-
 чтобы максимальная длина 

енчатые фигуры изображе-

разница между 

отрезок [a,b] произвольным 
1 , xn]; длину i-го отрезка 

з длин отрезков обозначим 

извольную точку и соста-

. 
вует (конечный) предел по-

ящий ни от способа разбие-

функция f(x) называется ин-
ределённым интегралом от 



Функция f(x), как и в слу
числа a и b - соответ

Кратко определение 

В этом определении 
определению:  

Если b=a, то 
Теорем

Если функция f(x) непреры
2. Свойства опреде

1. Линейность. Если функц
отрезку интегрируема их л

2. Аддитивность. Если y 
му отрезку, то  

3. Интеграл от единичной

4. Теорема об интегрирова

равенство , и ф

Если f(x) непрерывн

, то  

Формула интегриро

непрерывно дифференциру

Замена переменной 

1. определена, непрерывно

в случае неопределённого интеграла, называе
оответственно, нижним и верхним предел
ение иногда записывают так:  

.  
ении предполагается, что b> a. Для других слу

; если b<a, то . 
орема существования определённого интеграл

прерывна на отрезке [a,b], то она интегрируема 
пределенного интеграла. Формула Ньютона
 функции y = f(x), y = g(x) интегрируемы по отре
а их линейная комбинация A f(x) + B g(x) (A, B

 = f(x) интегрируема по отрезку [a,b] и точ

.  
ной функции ( f(x) = 1). Если f(x) = 1, то  

.  

ровании неравенств. Если в любой точке 

, и функции f(x), g(x) интегрируемы по отрезк

. 
Формула Ньютона-Лейбница. 

ерывна на отрезке [a, b], и F(x) - некоторая пе

.  
рирования по частям для определённого инте

нцируемые функции, то  

.  

ной в определённом интеграле. Теорема. Пуст

рывно дифференцируема и монотонна на отрезк

зывается подынтегральной, 
ределами интегрирования.  

х случаев примем, тоже по 

грала. 

руема по этому отрезку.  
тона-Лейбница. 
о отрезку [a,b] , то по этому 

B = const), 

. 
 и точка c принадлежит это-

выполняется не-

отрезку [a,b], то  

рая первообразная функции 

нтеграла. Если u(x), v(x) - 

Пусть функция  

отрезке , 



2. , 

3. функция непрерыв
Тогда 

 
3. Геометрический смысл

Если f(x) >0 на отрезке [a
ограниченной снизу отрезк
цией y = f(x).  

 
 
1.15 Лекция №15 (2

Тема: «Дифференциальны
 1.15.1 Вопросы лекции:
1. Основные понятия и опр
2. Задача Коши. 

1.15.2 Краткое соде
1. Основные понятия и оп

Обыкновенным диф

ние вида 

где F — известная ф
интервала (a,b), y(x) — неи

Функция y(x) назыв
ния на промежутке (a, b), 
уравнение обращает его в т

Обыкновенные диф
производной, называют ура

y
(n) = f(x, y, y ',  y '', 

Дифференциальное 
выделить нужное решение,

Чтобы выделить ед
начальных условий     y(x0

 Любое конкретное 
…  , y(n )(x)) = 0, называется

Общим решением ди
= 0  называется функция  
(параметры) С1, С2, … , С
1. Ф(x, С1, С2,  … , Сn) явл
С1, С2, … , Сm;  
2. для любых начальных д
для которых задача Коши и

существуют значени
y = Ф(x, A1, A2,  …, An) удо

Иногда частное или
форме: f(x, y) = 0 или G(x,

рерывна на отрезке [a, b]. 

. 

мысл определенного интеграла. 

a,b], то равен площади криволине
отрезком [a,b], слева и справа - прямыми x = a

15 (2 часа).  
альные уравнения n-го порядка» 

ции: 
 и определения.  

е содержание вопросов: 
я и определения.  

дифференциальным уравнением n –го поряд

F (x, y(x), y '(x), y ''(x),  …  , y(n)(x)) = 0,
тная функция (n + 2)-х переменных, x — незав

неизвестная функция. Число n называется пор
называется решением (или интегралом) диффе

), если она n раз дифференцируема на (a, 
его в тождество.  
е дифференциальные уравнения, разрешенные о
ют уравнениями в нормальной форме:  

  …  , y(n − 1)).  
льное уравнение обычно имеет бесконечно мн

ение, используют дополнительные условия.  
ть единственное решение уравнения n–го поря

0) = y0,  y '(x0) = y1,  y ''(x0) = y2,  …  , y(n − 1)(x
етное решение y = φ(x) уравнения n –го порядка
вается частным решением.  

дифференциального уравнения  F(x, y(x), y
кция   y = Ф(x,  С1, С2, … , Сn), содержащая н

 , Сn, и обладающая следующими свойствами: 
) является решением уравнения при любых д

ных данных  y(x0) = y0,  y '(x0) = y1,  y ''(x0) = y2

оши имеет единственное решение,  
ачения постоянных С1 = A1, С2 = A2,  … , Сn = 
) удовлетворяет заданным начальным условиям

ое или общее решение уравнения удается най
, y, С1,  С2,  ..., Сn) = 0.  

олинейной трапеции ABCD, 
a и x = b, сверху – функ-

рядка называется уравне-

) = 0, 
независимая переменная из 
ся порядком уравнения.  
ифференциального уравне-

 b) и при подстановке в 

нные относительно старшей 

но много решений. Чтобы 
 

о порядка обычно задают n 
x0) = yn − 1.  

рядка F(x, y(x), y '(x), y ''(x),  

y '(x), y ''(x),  …  , y(n )(x)) 
щая некоторые постоянные 
вами:  
бых допустимых значениях 

2,  …  , y(n − 1)(x0) = yn − 1, 

= An, такие что решение 
ловиям.  
ся найти только в неявной 



Такие неявно заданн
тегралом уравнения.  

Если задачу об оты
свести к алгебраическим оп
водных от известных функ
Класс таких уравнений отн

Для решения уравн
приближенные или числен
2. Задача Коши. 

Задачей Коши (или 
y(x) уравнения  

удовлетворяющего условия
y(x0

Условия   y(x0) = y
чальными данными, началь

 
 
1.16 Лекция №16 

Тема: «Дифференциальны
 1.16.1 Вопросы лекции:
1. Дифференциальные урав
2. Линейные однородные д
эффициентами. 

 
1.16.2 Краткое соде

1. Дифференциальные ур
Задача теории обык

щих свойств решений, раз
рования уравнений.  

Обыкновенным диф

нение , где 
ме, разрешённой относите

так:  
Если пользоваться д

Общее решение (общ

. 

Уравнения с раздел
творяющее начальному усл

Пусть y(x) - решени

тождество, получим 
уравнения.  

Уравнения с раздел

 или  f1(x) 
Эти уравнения легко

заданные решения называются частным интег

б отыскании всех решений дифференциально
ким операциям и к вычислению конечного числ
 функций, то уравнение называется интегриру

й относительно узок.  
уравнений, которые не интегрируются в квадр
исленные методы.  

(или начальной задачей) называется задача от

F(x, y(x), y '(x), y ''(x),  …  , y(n )(x)) = 0,    x
словиям  

0) = y0,  y '(x0) = y1,  y ''(x0) = y2,  …  , y(n − 1)(x
y0,  y '(x0) = y1,  y ''(x0) = y2,  …  , y(n − 1)(x0) =

начальными условиями или данными Коши.  

 (2 часа).  
альные уравнения первого и второго порядк

ции: 
е уравнения первого порядка.  

дные дифференциальные уравнения 2-го поряд

е содержание вопросов: 
ые уравнения первого порядка.  
 обыкновенных дифференциальных уравнений
й, развитие точных, асимптотических и числен

м дифференциальным уравнением первого пор

, где x - независимая переменная, y(x) - неизвес
носительно производной, уравнение первого п

ться другим обозначением производной, то мож

 

е (общий интеграл) уравнения при n = 1 имеет 

 Решение некоторых типов ОДУ перво
азделёнными переменными. Так называются ур
му условию f(x) dx + g(y) dy = 0. 

ение этого уравнения, т.е. f(x)dx + g(y(x))dy

- общий интеграл (об

разделяющимися переменными. Так называю

) g1(y) dx + f2(x) g2(y) dy = 0.  
 легко сводятся к уравнению с разделёнными п

нтегралом или общим ин-

ального уравнения удается 
о числа интегралов и произ-

рируемым в квадратурах. 

 квадратурах, применяются 

ача отыскания решения y = 

x>x0, 

x0) = yn − 1. 
) = yn − 1 называются на-

орядков» 

порядка с постоянными ко-

нений — исследование об-
исленных методов интегри-

о порядка называется урав-

еизвестная функция. В фор-
вого порядка записывается 

о можно записать  как  

имеет вид или 

 первого порядка. 
тся уравнения вида удовле-

dy(x) = 0. Интегрируя это 

ал (общее решение) этого 

зываются уравнения вида 

ыми переменными:  



Записываем урав

, затем де

жаем на dx: 

Эти уравнения - с р
лы: 

 
В обоих случаях возможна
нию, которое неэквивалент

Если функция g(y
ные корни y1, y2, y3, …, то
y2,  

y = y3, …, очевидно
ми исходного уравнения. 

 
В обоих случаях эти

держаться в нём; последне
теоремы существования и е

 

2. Линейные однородные
ми коэффициентами. 

 
     Характеристическое ур

 
     Характеристические чи

Общее решение  

     1. В случае 

     Если 

     2. В случае 

уравнение в форме 

ем делим на g(y) и умно-

. 

Уравнен

с разделёнными переменными. Интегрируя, 

. 

можна потеря решений: деление на функцию м
валентно данному. 

y) имеет действитель-
…, то функции y = y1, y = 

видно, являются решения-
ния.  

Если фу
вительные корн
g1(y) имеет дей
y3, …, то функц
…, y = y1, y = 
шениями исход

х эти решения могут содержаться в общем реш
следнее может случиться, если на этих решени
ия и единственности решения задачи Коши. 

одные дифференциальные уравнения 2-го по

 

е уравнение  

 

е числа  

 

 

то общее решение можно за

 

      

авнение делим на f2(x) g1(y): 

. 

ируя, получим общие интегра-

. 

цию может привести к уравне-

ли функция f2(x) имеет дейст-
е корни x1, x2, x3, …, функция 
т действительные корни y1, y2, 

 функции x = x1, x = x2, x = x3, 
= y2, y = y3, … являются ре-

 исходного уравнения. 

ем решении, но могут и не со-
ешениях нарушаются условия 

го порядка с постоянны-

 

но записать и в форме 



1.17 Лекция №13 (2 часа).  
Тема: «Применение дифференциальных уравнений в прикладных задачах» 
 1.17.1 Вопросы лекции: 
1. Простая модель роста популяции. 
2. Модель сезонного роста 
3. Логистический рост популяции.  

1.17.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Простая модель роста популяции. 

ДУ – один из математических методов, применяемых для описания динамики биоло-
гических систем. Они позволяют строить непрерывные модели, которые подходят для 
описания роста очень больших популяций, например, популяции бактерий или других 
микроорганизмов. 

Пусть изучается популяция микроорганизмов, которая является объектом исследова-
ния. Тогда ключевыми переменными являются время и численность данной популяции 
как функция времени. Наблюдения за объектом позволили получить информацию о ско-
рости роста популяции и ее начальном размере. Возникает вопрос: можно ли предсказать, 
каким будет размер популяции во все последующие моменты времени? Это биологиче-
ская задача. Для ее решения используем один из математических методов – ДУ. 

Введем математические обозначения: 
−t время; 

−= )(tpp численность популяции в момент времени t ; 

−=′
dt

dp
tp )( скорость роста популяции; 

−)0(p численность популяции в начальный момент времени. 
Простая модель роста популяции  

(популяция, предоставленная сама себе) 
Представим себе популяцию, которая развивается изолированно в условиях неогра-

ниченного ареала и неограниченных ресурсов питания. Эти предположения указывают на 
то, рассматривается только модель популяции. Изменение численности в нашей модель-
ной популяции определяется только численностью самой популяции. Поэтому логично 
предположить, что скорость роста популяции будет пропорциональна размеру популяции. 

Математически это условие запишется в следующем виде: 
)(tp ′ ~ )(tp  или )()( tpatp ⋅=′ , 

где −a  некоторая постоянная (коэффициент пропорциональности). 
Итак, получено ДУ первого порядка с разделяющимися переменными. Его общим 

решением является класс функций вида: 
ateСtp ⋅=)( , constC =  

Постоянная C  легко находится при известной начальной численности популяции: 

CpeCp a =⇒⋅= ⋅ )0()0( 0
. 

Таким образом, 
ateptp ⋅= )0()(  – формула экспоненциального роста.  

Если размер популяции известен еще в какой-то другой момент времени, то посто-
янную a можно определить единственным образом, в зависимости от которой возможны 
три случая: 

1) если 0>a , то численность популяции с течением времени возрастает; 
2) если 0=a , то численность популяции не меняется; 
3) если 0<a , то численность популяции с течением времени убывает. 
На рисунке показаны все три случая решения ДУ. 



 
Разумеется, естественные популяции не изменяют свою численность по экспоненте. 

Построенная модель показывает, как изменялся бы размер популяции, если бы она имела 
неограниченный ареал и обладала неограниченными ресурсами (т.е. если бы ее не стесня-
ли и неограниченно подкармливали). На этой тенденции основано быстрое и массовое 
производство, например, антибиотиков (т.е. культивирование плесневых грибков, выде-
ляющих пенициллин).  

2. Модель сезонного роста. 
ДУ первого порядка ttprtp cos)()( ⋅⋅=′  можно рассматривать как простую модель 

сезонного роста. Скорость роста популяции становится попеременно то положительной, 
то отрицательной, и популяция то возрастает, то убывает. Это может вызываться такими 
сезонными факторами, как доступность пищи. 

Если −)0(p начальный размер популяции, то частное решение ДУ имеет вид: 
treptp sin)0()( ⋅=  

Максимальный размер популяции, равный 
rep ⋅)0( , достигается при 

K,
2

9
,

2

5
,

2

πππ
=t . Эти моменты времени можно считать серединами сезонов наибольшей 

доступности пищи (летних сезонов). Минимальный размер популяции, равный rep −⋅)0( , 

достигается при K,
2

11
,

2

7
,

2

3 πππ
=t , которые являются серединами сезонов наибольшей 

нехватки пищи (зимних сезонов). Продолжительность одного года соответствует π2  ед. 
времени. 

3. Логистический рост популяции.  
Модель можно изменить, если учесть внутривидовую борьбу благодаря эффекту 

скученности или усиливающейся конкуренции за доступные пищевые ресурсы. 
Пусть −a коэффициент размножения популяции; −b коэффициент внутривидо-

вой конкуренции, который берем со знаком «минус». Уменьшение количества особей тем 
больше, чем больше число встреч между ними, т.е. пропорционально численности попу-
ляции в квадрате. Пусть ba > , т.е. с течением времени численность популяции увеличи-
вается.  

В данной модели уравнение, которому подчиняется рост популяции, имеет вид: 

)()()( 2 tpbtpatp ⋅−⋅=′ , 
или в упрощенной форме:  

)(2 bpappbpap −=⋅−⋅=′  

Математически получаем ДУ первого порядка с разделяющимися переменными. Ре-
шая его, приходим к виду: 

∫ ∫=−
dt

bpap

dp

)(
 

t0

)(tp

)0(p

0>a

0=a

0<a



Для вычисления интеграла, стоящего в левой части последнего равенства, предста-

вим дробь 
)(

1

bpap −
 в виде суммы двух дробей с неопределенными числителями 

bpa

B

p

A

−
+ . Числители находим, приведя сумму дробей к общему знаменателю: 

)(

)(

)()(

)(

bpap

AbBpAa

bpap

BpAbpAa

bpap

BpbpaA

bpa

B

p

A

−
−+

=
−

+−
=

−
+−

=
−

+  

Учитываем, что 
)(

01

)(

1

bpap

p

bpap −
⋅+

=
−

. Тогда сравнивая коэффициенты при одина-

ковых степенях переменной p , получаем: 










=

=
⇒



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=−

=
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Таким образом, ∫ ∫ ∫ −
+=

−
dp

bpa

b
dp

apbpap

dp 1

)(
. 

Дальнейшее вычисление интегралов приводит к равенству вида: 

( ) Ctbpa
ba

b
p

a
+=−⋅







−⋅+ ln
1

ln
1

 

Ct
bpa

p

a
+=

−
ln

1
 

Если −0p  начальный размер популяции, то постоянная интегрирования  

0

0ln
1

bpa

p

a
C

−
= . Подставив найденное значение и сделав некоторые преобразования, по-

лучим: 

            
at

at

ebpbpa

eap
p

00

0

+−
=     - уравнение логистического роста 

Процесс роста, описываемый такой функцией, называется логистическим ростом. 
При логистическом росте популяция с увеличением времени приближается к предельному 
(равновесному) размеру: 

[ ]
b

a
e

ebpbpa

eap
tp at

at

at

tt
==








∞
∞
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=
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:lim)(lim
00
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Используя данное ДУ 
2bpapp −=′ , можно показать, что функция )(tp  возрастает на 









b

a
;0 . Существует единственная  точка перегиба  при 

b

a
p

2
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1.18 Лекция №18 (2 часа).  
Тема: «Основные понятия и теоремы теории вероятностей». 

1.18.1 Вопросы лекции: 
1. Основные определения. Классическое определение вероятности события.  
2. Классификация событий и их свойства. 
3. Теоремы о сумме и произведении вероятностей. 
4. Формула полной вероятности. 

  1.18.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Основные определения. Классическое определение вероятности события.  
Классическое определение вероятности 

 
(m - число благоприятных исходов опыта; n - число всех его исходов).  

2. Классификация событий и их свойства. 
Два события называются несовместными, если появление одного из них исключает 

появление другого события в одном и том же испытании. В противном случае события 
называются совместными. 

Два события называются независимыми, если появление одного из них не влияет 
на вероятность появления другого события в одном и том же испытании. В противном 
случае события называются зависимыми. 

3. Теоремы о сумме и произведении вероятностей. 
Теорема сложения вероятностей несовместных событий  

 
Теорема сложения вероятностей совместных событий  

 
Теорема умножения вероятностей независимых событий  

 
Теорема умножения вероятностей зависимых событий  

 

где - вероятность события B при условии, что произошло событие A. 
4. Формула полной вероятности. 
Формула полной вероятности  

 

где - полная группа гипотез, т. е. 

 
(  - достоверное событие). 

 Формула Бейеса  

 

где - полная группа гипотез.  
 
 
 
 



1.19 Лекция №19 (2 часа). 
Тема: «Повторные независимые испытания» 
1.19.1 Вопросы лекции: 
1. Основные понятия. 
2. Формула Бернулли. 
3. Локальная и интегральная теоремы Муавра-Лапласа. 
4. Наиболее вероятное число появления события в испытании. 

1.19.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Основные понятия. 
Если производится несколько испытаний, причем вероятность события А в каж-

дом испытании не зависит от исходов других испытаний, то такие испытания называют 
независимыми относительно события А. 

2. Формула Бернулли. 
 Вероятность события, состоящего в том, что при n повторениях испытания событие 

A , которое имеет одну и ту же вероятность появления в каждом испытании, произойдет 
ровно k  раз, вычисляется по формуле 

knkknkk

nn qp
knk

n
qpCkP −−

−
==

)!(!

!
)( , 

где  n – число повторений независимых испытаний; k  – число испытаний, в которых про-
исходит событие A ; p  – вероятность появления события A  в одном испытании; q – веро-

ятность непоявления события A  в одном испытании )1( pq −= . 

3. Локальная и интегральная теоремы Муавра-Лапласа. 
Локальная теорема Муавра-Лапласа. Если вероятность наступления события A  в 

каждом из n независимых испытаний постоянна и равна p , )10( << p , то вероятность 

того, что при этом событие A  появится ровно k  раз, вычисляется по формуле 

)(
1

)( x
npq

kPn ϕ⋅≈ , 

где pq −= 1  – вероятность ненаступления события A , 2

2

2

1
)(

x

ex
−

⋅=
π

ϕ , а 
npq

npk
x

−
= . 

Интегральная теорема Муавра-Лапласа. Если вероятность наступления события A  
в каждом из n независимых испытаний постоянна и равна p , )10( << p , то вероятность 

того, что при этом событие A  произойдет не менее 1k  и не более 2k  раз,  вычисляется по 

формуле 
)()(),(

1221
xxkkP Φ−Φ≈ , 

где ∫
−

=Φ
x

dzex
z

0

2

2

2

1
)(

π
 – функция Лапласа, 

npq

npk
x

−
= 1

1
, 

npq

npk
x

−
= 2

2
. 

 

4. Наиболее вероятное число появления события в испытании. 

Пусть 0k – число появлений события A , имеющего наибольшую вероятность при n 

испытаниях, p  – вероятность появления события A , pq −= 1  – вероятность непоявления 

события A . Тогда верно следующее неравенство: 

pnpkqnp +≤≤− 0 .                                           

 
 
 
 

1.20 Лекция №10 (2 часа).  



Тема: «Дискретные случайные величины». 
1.20.1 Вопросы лекции: 

1. Определение дискретной случайной величины. Закон распределения. 
2. Многоугольник распределения. 
3. Числовые характеристики дискретной случайной величины. 

1.20.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Определение дискретной случайной величины. Закон распределения.  

Случайной называется величина, которая в результате испытания может принять то 
или иное числовое значение, причем заранее неизвестно, какое именно. 

Дискретной (прерывной) называют случайную величину, которая принимает от-
дельные, изолированные возможные значения с определенными вероятностями. Число 
возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или беско-
нечным. 

Законом распределения дискретной случайной величины называют соответствие 
между всевозможными значениями и их вероятностями. 

При табличном задании закона распределения дискретной случайной величины пер-
вая строка таблицы содержит возможные значения, а вторая – их вероятности: 

n

n

p

x

p

x

pp

xX

...

...

2

2

1

1  

2. Многоугольник распределения. 
Многоугольником распределения дискретной случайной величины называют фи-

гуру, полученную из точек ),( ii px  и отрезков, их соединяющих. 

 
3. Числовые характеристики дискретной случайной величины. 
Математическим ожиданием  )( XM  дискретной случайной величины X  называ-

ется  сумма произведений каждого возможного значения этой величины на соответст-
вующую вероятность: 

ss
pxpxpxpxXM ++++= ...)(

332211 . 

Дисперсией )(XD  дискретной случайной величины X  называется математическое 

ожидание квадрата разности между случайной величиной X  и ее математическим  ожи-
данием: 

2))(()( XMXMXD −= . 

Теорема.  Дисперсия равна разности между математическим ожиданием квадрата 
случайной величины X  и квадратом ее математического ожидания: 

( )22 )()()( XMXMXD −= .                                             

Средним квадратическим отклонением  )(Xσ  дискретной случайной величины X  

называется квадратный корень из дисперсии: 

)()( XDX =σ . 

1.21 Лекция №21 (2 часа).  
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Тема: «Непрерывные случайные величины». 
1.21.1 Вопросы лекции: 

1. Определение непрерывной случайной величины.  
2. Числовые характеристики непрерывной случайной величины. 

1.21.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Определение непрерывной случайной величины.  

Случайной называется величина, которая в результате испытания может принять то 
или иное числовое значение, причем заранее неизвестно, какое именно. 

Дискретной (прерывной) называют случайную величину, которая принимает от-
дельные, изолированные возможные значения с определенными вероятностями. Число 
возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или беско-
нечным. 

Непрерывной называют случайную величину, все возможные значения которой за-
полняют некоторый конечный или бесконечный интервал. 

2. Числовые характеристики непрерывной случайной величины. 
Математическим ожиданием  )( XM  непрерывной  случайной величины X , воз-

можные значения которой принадлежат отрезку ];[ ba ,  называют определенный интеграл   

∫
b

a

dxxfx )( , т.е.  

∫=
b

a

dxxfxXM )()( . 

Если возможные значения X  принадлежат всей оси Ox , то 

∫
+∞

∞−

= dxxfxXM )()( . 

 Дисперсией )(XD  непрерывной  случайной величины X  называется математиче-

ское ожидание квадрата ее отклонения. 
 Если возможные значения X  принадлежат отрезку ];[ ba ,  то 

∫ −=
b

a

dxxfXMxXD )())(()( 2 . 

Если возможные значения X  принадлежат всей оси Ox , то 

∫
+∞

∞−

−= dxxfXMxXD )())(()( 2 . 

Средним квадратическим отклонением  )(Xσ  непрерывной  случайной  величины 

X  называется квадратный корень из дисперсии: 

)()( XDX =σ . 

 
 

1.22 Лекция №22 (2 часа).  
Тема: «Функция распределения и плотность вероятности». 

1.22.1 Вопросы лекции: 
1. Функция распределения вероятностей случайной величины. 
2. Плотность распределения вероятностей. 

1.22.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Функция распределения вероятностей случайной величины. 

Определение. Функцией распределения называют функцию )( xF , определяющую 

вероятность того, что случайная величина X  в результате испытания примет значение, 
меньшее x, т. е. 



)()( xXPxF <= . 

Иногда вместо термина «функция распределения» используют термин «интеграль-
ная функция». 

Свойства функции распределения 
 

1)  Значения функции распределения принадлежат отрезку ]1;0[ : 

1)(0 ≤≤ xF . 

2)  )( xF  – неубывающая функция, т. е. 

 
)()( 12 xFxF ≥ , если 

12 xx > . 

Следствие 1. Вероятность того, что случайная величина X  примет значение, заклю-
ченное в интервале );( ba , равна приращению функции распределения на этом интервале: 

)()()( aFbFbXaP −=<< . 

Следствие 2. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X  примет 
значение, например 

1x , равна нулю: 

0)( 1 == xXP . 

3) Если все возможные значения случайной величины X  принадлежат интервалу );( ba , 

то 
0)( =xF  при ax ≤ ; 

1)( =xF  при bx ≥ .   

Следствие. Справедливы следующие предельные соотношения:  
1)(lim,0)(lim ==

∞+→∞−→
xFxF

xx
. 

График функции распределения 
График функции распределения непрерывной случайной величины расположен в 

полосе, ограниченной прямыми 0=y , 1=y . При возрастании x в интервале );( ba , в ко-

тором заключены все возможные значения случайной величины, график «поднимается 
вверх». При ax ≤  ординаты графика равны нулю; при bx ≥  ординаты графика равны 
единице.  

    
 
 
 
 
 
 
График функции распределения дискретной случайной величины имеет ступенчатый 

вид. 
2. Плотность распределения вероятностей. 

Определение.  Плотностью распределения вероятностей непрерыв-ной случайной 
величины X  называют функцию )( xf  – первую производную от функции распределения 

)( xF : 

)()( / xFxf = . 

Часто вместо термина «плотность распределения» используют термины «плотность 
вероятностей» и «дифференциальная функция». 

Теорема. Вероятность того, что непрерывная случайная величина X  примет значе-
ние, принадлежащее интервалу );( ba , равна определенному интегралу от плотности рас-

пределения, взятому в пределах от a до b: 

1 

a b х

F(x) 
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a

dxxfbXaP )()( . 

 
 

1.23 Лекция №23 (2 часа).  
Тема: «Законы распределения случайных величин: равномерное и показательное» 
 Вопросы лекции: 

1. Равномерное распределение. 
2. Показательное распределение. 
1.23.1 Краткое содержание вопросов: 

1. Равномерное распределение. 
Определение. Распределение вероятностей непрерывной случайной величины назы-

вают равномерным, если на интервале, которому принадлежат все возможные значения 
случайной величины, плотность распределения сохраняет постоянное значение. 

Функция распределения вероятности равна: 
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График функции распределения )( xF  для равномерного распределения имеет вид: 

 

 
 

Плотность вероятности равномерного распределения равна: 
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График плотности )( xf  для равномерного распределения имеет вид: 

 

 
 

Числовые характеристики равномерного распределения: 
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2 Показательное распределение. 
Определение. Показательным (экспоненциальным) называют распределение вероят-

ностей непрерывной случайной величины X , которое описывается плотностью 
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где λ  – постоянная положительная величина. 
Функция распределения показательного закона имеет вид: 


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Вероятность попадания в заданный интервал показательно распределенной случай-
ной величины 

Вероятность попадания в интервал ),( ba  непрерывной случайной величины X , ко-

торая распределена по показательному закону, заданному функцией распределения, равна 
ba eeaFbFbXaP λλ −− −=−=<< )()()( . 

Числовые характеристики показательного распределения: 
Математическое ожидание показательного распределения равно обратной величине 

параметра λ : 

λ
1

)( =XM . 

Дисперсия показательного распределения равна обратной величине параметра λ  в 
квадрате: 

2

1
)(

λ
=XD . 

Среднее квадратическое отклонение показательного распределения равно: 

λ
σ

1
)( =X , 

т.е. математическое ожидание и среднее квадратическое отклонение показательного рас-
пределения равны между собой. 
 

 
1.24 Лекция №24 (2 часа).  

Тема: «Законы распределения случайных величин: нормальное» 
 1.24.1 Вопросы лекции: 

1. Определение. 
2. График.  
3. Основные теоремы. 

1.24.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Определение. 
Определение. Случайная величина X  имеет нормальный закон распределения, если 

ее функция плотности вероятности имеет вид 
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где a – математическое ожидание, σ  – среднее квадратическое отклонение.  
 



2. График функции )( xf  называется кривой нормального распределения. Метода-

ми дифференциального исчисления можно установить, что: 
1) кривая симметрична относительно прямой ax= ; 

2) функция имеет максимум в точке 








πσ 2

1
,a , при ax=  

πσ 2

1
)( =af ; 

3) по мере удаления x от точки a функция убывает и при ∞±→x  кривая приближа-

ется к оси Ox ; 
4) кривая выпукла при ),( σσ +−∈ aax  и вогнута при ),( σ−−∞∈ ax  и 

),( ∞++∈ σax . 

График функции )( xf  имеет вид: 

 

 
3. Основные теоремы. 
Вероятность попадания нормально распределенной случайной величины в заданный 

интервал 
Вероятность того, что X  примет значение, принадлежащее интервалу ),( βα , 
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 – функция Лапласа. 

Вероятность отклонения нормально распределенной случайной величины от мате-
матического ожидания 

Вероятность того, что абсолютная величина отклонения нормально распределенной 
случайной величины от математического ожидания  меньше положительного числа δ , 








Φ=<−
σ
δ

δ 2)( aXP . 

Правило трех сигм. Практически достоверно, что при однократном испытании от-
клонение нормально распределенной случайной величины от ее математического ожида-
ния не превышает утроенного среднего квадратического отклонения.  

Определение.  Интервал ( )σσ 3;3 +− аа  называется диапазоном изменения нор-

мально распределенной случайной величины. 

 
 
1.25 Лекция №25 (2 часа)  

Тема: «Биометрия». 
1.25.1 Вопросы лекции: 

1. Биометрия и ее основные задачи. 
2. Генеральная совокупность. Выборка. Случайные величины.  
3. Дискретный и интервальный ряды распределения.  
4. Графическое представление данных. 



5. Выборочные числовые характеристики. 
1.25.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Биометрия и ее основные задачи. 

Биометрия – математическая статистика в биологии. 
Биометрия – наука о статистическом анализе массовых явлений в биологии, т.е. та-

ких явлений, в массе которых обнаруживаются закономерности, не выявляемые на еди-
ничных случаях наблюдений. 

Предметом биометрии служит любой биологический объект, если проводимые над 
ним наблюдения получают количественное выражение. 

Задачи: 
1. Указать способы сбора и группировки статистических сведений, полученных в 

результате наблюдений или в результа-те специально поставленных экспери-ментов. 
2. Разработать методы анализа статистических данных в зависимости от целей ис-

следования. 
2. Генеральная совокупность. Выборка. Случайные величины.  
Выборочной совокупностью (выборкой) называют совокупность случайно ото-

бранных объектов.  
Генеральной (основной) совокупностью называют совокупность, объектов из кото-

рых производится выборка.  
Объемом совокупности (выборочной или генеральной) называют число объектов 

этой совокупности. Например, если из 1000 деталей отобрано для обследования 100 дета-
лей, то объем генеральной совокупности N = 1000, а объем выборки n =100. Число объек-
тов генеральной совокупности N значительно превосходит объем выборки n .  

При составлении выборки можно поступать двумя способами: после того как объ-
ект отобран и над ним произведено наблюдение, он может быть возвращен либо не воз-
вращен в генеральную совокупность. В соответствии со сказанным выборки подразделяют 
на повторные и бесповторные.  

Повторной называют выборку, при которой отобранный объект (перед отбором 
следующего) возвращается в генеральную совокупность.  

Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную 
совокупность не возвращается.  

На практике обычно пользуются бесповторным случайным отбором.  
3. Дискретный и интервальный ряды распределения.  
Способы группировки статистических данных:  

1. Дискретный вариационный ряд  
2. Интервальный вариационный ряд  

Обычно полученные наблюдаемые данные представляют собой множество распо-
ложенных в беспорядке чисел. Просматривая это множество чисел, трудно выявить ка-
кую-либо закономерность их варьирования (изменения). Для изучения закономерностей 
варьирования значений случайной величины опытные данные подвергают обработке.  

Расположив данные в порядке не убывания и сгруппировав их так, что в каждой 
отдельной группе значения случайной величины будут одинаковы, получают ранжиро-
ванный ряд данных наблюдения.  

Значение случайной величины, соответствующее отдельной группе сгруппирован-
ного ряда наблюдаемых данных, называют вариантом, а изменение этого значения варьи-
рованием.  

Варианты обозначают малыми буквами латинского алфавита с соответствующими 
порядковому номеру группы индексами - xi. Число, которое показывает, сколько раз 
встречается соответствующий вариант в ряде наблюдений называют частотой варианта и 
обозначают соответственно - ni.  

Сумма всех частот ряда ∑ (C- объем выборки. Отношение частоты варианта к объ-
ему выборки ni / n = wi называют относительной частотой.  



Статистическим распределением выборки называют перечень вариантов и соответ-
ствующих им частот или относительных частот.  

Статистическое распределение можно задать также в виде последовательности ин-
тервалов и соответствующих им частот (в качестве частоты, соответствующей интервалу, 
принимают сумму частот, попавших в этот интервал).  

Дискретным вариационным рядом распределения называют ранжированную сово-
купность вариантов xi с соответствующими им частотами ni или относительными часто-
тами wi.  

Если изучаемая случайная величина является непрерывной, то ранжирование и 
группировка наблюдаемых значений зачастую не позволяют выделить характерные черты 
варьирования ее значений. Это объясняется тем, что отдельные значения случайной вели-
чины могут как угодно мало отличаться друг от друга и поэтому в совокупности наблю-
даемых данных одинаковые значения величины могут встречаться редко, а частоты вари-
антов мало отличаются друг от друга.  

Нецелесообразно также построение дискретного ряда для дискретной случайной 
величины, число возможных значений которой велико. В подобных случаях следует стро-
ить интервальный вариационный ряд распределения.  

Для построения такого ряда весь интервал варьирования наблюдаемых значений 
случайной величины разбивают на ряд частичных интервалов и подсчитывают частоту 
попадания значений величины в каждый частичный интервал.  

Интервальным вариационным рядом называют упорядоченную совокупность ин-
тервалов варьирования значений случайной величины с соответствующими частотами или 
относительными частотами попаданий в каждый из них значений величины.  

4. Графическое представление данных. 
Для наглядности строят различные графики статистического распределения.  
По данным дискретного вариационного ряда строят полигон частот или относи-

тельных частот.  
Полигоном частот называют ломанную, отрезки которой соединяют точки (x1; n1), 

(x2; n2), ..., (xk; nk). Для построения полигона частот на оси абсцисс откладывают варианты 
xi, а на оси ординат - соответствующие им частоты ni. Точки ( xi; ni) соединяют отрезками 
прямых и получают полигон частот (Рис. 1).  

Полигоном относительных частот называют ломанную, отрезки которой соединяют 
точки (x1; W1), (x2; W2), ..., (xk; Wk). Для построения полигона относительных частот на оси 
абсцисс откладывают варианты xi, а на оси ординат - соответствующие им относительные 
частоты Wi. Точки ( xi; Wi) соединяют отрезками прямых и получают полигон относитель-
ных частот.  

В случае непрерывного признака целесообразно строить гистограмму.  
Гистограммой частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из прямоугольни-

ков, основаниями которых служат частичные интервалы длиной h, а высоты равны отно-
шению ni / h (плотность частоты).  

Для построения гистограммы частот на оси абсцисс откладывают частичные ин-
тервалы, а над ними проводят отрезки, параллельные оси абсцисс на расстоянии ni / h.  

Площадь i - го частичного прямоугольника равна hni / h = ni - сумме частот вариант 
i - го интервала; следовательно, площадь гистограммы частот равна сумме всех частот, т.е. 
объему выборки.  

Гистограммой относительных частот называют ступенчатую фигуру, состоящую из 
прямоугольников, основаниями которых служат частичные интервалы длиной h, а высоты 
равны отношению Wi / h (плотность относительной частоты).  

Для построения гистограммы относительных частот на оси абсцисс откладывают 
частичные интервалы, а над ними проводят отрезки, параллельные оси абсцисс на рас-
стоянии Wi / h (Рис. 2).  



Площадь i - го частичного прямоугольника равна hWi / h = Wi - относительной час-
тоте вариант попавших в i - й интервал. Следовательно, площадь гистограммы относи-
тельных частот равна сумме всех относительных частот, т.е. единице.  

Рис. 1. Полигон частот  Рис. 2. Гистограмма относитель-
ных частот  

 
5. Выборочные числовые характеристики. 
Пусть статистическое распределение выборки объема n имеет вид: 
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1) Выборочной средней х  называется среднее арифметическое всех значений выбор-

ки: 
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 или, если заданы частоты in  вариант:   
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где k   –  число различных значений вариант. 
2) Выборочной дисперсией 

BD  называется среднее арифметическое квадратов от-

клонений значений выборки от выборочной средней х : 

∑
=

−=
n

i

iB xx
n

D
1

2)(
1

 

или, если заданы частоты in  вариант:  
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где k  - число различных значений вариант. 
3) Исправленная дисперсия: 
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или, если заданы частоты in  вариант:      
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где k  –  число различных значений вариант. 
4) Связь между выборочной и исправленной дисперсиями: 

BD
n

n
s

1
2

−
= . 

5) Исправленное среднее квадратическое отклонение: 
2ss = . 

6) Ошибка средней: 

n

s
s

x
= . 

7) Коэффициент вариации:  

%100⋅=
x

s
V . 

Мода 0М  – варианта, которая имеет наибольшую частоту. 

Медиана ет  – варианта, которая делит вариационный ряд на две части, равные по 

числу вариант. 
 

 
1.26 Лекция № 26 (2 часа). 

Тема: «Теория корреляции»                      
1.26.1 Вопросы лекции: 

1. Понятие корреляции. Две основные задачи теории корреляции. 
2. Корреляционная таблица. 
3. Линейная и нелинейная корреляция. 
4. Корреляционный момент и коэффициент корреляции. 

1.26.2 Краткое содержание вопросов: 
1. Понятие корреляции. Две основные задачи теории корреляции. 

Корреляционной зависимостью (корреляцией) называют зависимость, при которой 
изменение одной из величин влечет за собой изменение среднего значения другой вели-
чины. 

2. Корреляционная таблица. 
Корреляционной таблицей называется таблица, в которой результаты наблюдений 

записаны в возрастающем порядке с указанием частот jin  появления пары ( )
ji yх ; . 

3. Линейная и нелинейная корреляция. 

Условным средним ху  называют среднее арифметическое значение величины Y , 

вычисленное при условии, что X   принимает фиксированное значение. 
Эмпирической линией регрессии Y  на X  называется ломанная, соединяющая точки 

);(
iхi уxМ . 

Теоретической линией регрессии Y  на X  называется «сглаживающая» кривая, око-

ло которой группируются точки );(
iхi уxМ , а соответствующее уравнение )(xfy =  – 

уравнением регрессии Y  на  X . 
4. Корреляционный момент и коэффициент корреляции. 

Для установления между двумя признаками линейной корреляции служит выбороч-
ный коэффициент корреляции, который вычисляется по формуле: 

 



22 )()(
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∑
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r
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ii . 

Свойства выборочного коэффициента корреляции: 
1) 11 ≤≤− r ; 

2) чем больше r , тем теснее линейная корреляция между двумя признаками; 

3) если 1=r , то корреляционная зависимость становится функциональной; 

4) если 0=r , то между изучаемыми признаками нет линейной корреляции, но воз-
можно существование какого-либо другого вида корреляционной зависимости (параболи-
ческой, гиперболической и т.д.). 

Если в результате опыта линейная зависимость между величинами Y  и  X  выраже-
на в виде таблицы 

 

Х 
1х  2х  . . . 

iх  . . . 
nх  

Y 
1y  2y  . . . 

iy  . . . 
ny  

  
то параметры а и b уравнения прямой регрессии bаху +=  находятся из нормированной 

системы  
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по методу наименьших квадратов. 
В случае малой выборки уравнение прямой регрессии вычисляют по формуле: 

)( xxbyy XY −=− , 

где XYb /  –  коэффициент регрессии, вычисляемый следующим образом: 
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XY , 

где   
−x выборочная средняя признака X ; 
−y выборочная средняя признака Y . 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



2. МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ  

ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ(не предусмотрено РУП) 

 

 

3. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ  

ПО ПРОВЕДЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

 

3.1 Практическое занятие №1  (2 часа). 

Тема: «Матрицы. Определители»                      
 3.1.1 Задание для работы: 

1. Вычисление определителей 2-го и 3-го порядков. 
2. Матрицы. Операции над матрицами. 
3. Нахождение обратной матрицы. 

3.1.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пример. Пусть . Тогда 

  

 

Утверждение. Разложение определителя по произвольной строке. 

Для определителя матрицы  справедлива формула  

Пример. Вычислите . 

Решение. Воспользуемся разложением по третьей строке, так выгоднее, поскольку в 
третьей строке два числа из трех - нули. Полу-

чим  
 



Пример. Найдите обратную матрицу для матрицы . 

Решение.  - существует. 

 

 

Ответ: . 

3.1.3 Результаты и выводы: В результате проделанной работы научились вычис-
лять определители, выполнять действия с матрицами. 

 

 

3.2 Практическое занятие №2 (2 часа). 
Тема: «Решение систем линейных уравнений методом Гаусса и по формулам Краме-
ра»                      

3.2.1 Задание для работы: 
1. Решение СЛУ методом Гаусса. 
2. Решение СЛУ по формулам Крамера. 

3.2.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Пусть дана система линейных уравнений 

 
Решая системы линейных уравнений школьными способами, мы почленно умно-

жали одно из уравнений на некоторое число, так, чтобы коэффициенты при первой пере-
менной в двух уравнениях были противоположными числами. При сложении уравнений 
происходит исключение этой переменной. Аналогично действует и метод Гаусса. 

Для упрощения внешнего вида решения составим расширенную матрицу системы: 

 
В этой матрице слева до вертикальной черты расположены коэффициенты при не-

известных, а справа после вертикальной черты - свободные члены. 
Для удобства деления коэффициентов при переменных (чтобы получить деление на 

единицу) переставим местами первую и вторую строки матрицы системы. Получим сис-
тему, эквивалентную данной, так как в системе линейных уравнений можно переставлять 
местами уравнения: 

 
С помощью нового первого уравнения исключим переменную x из второго и всех 

последующих уравнений. Для этого ко второй строке матрицы прибавим первую, умно-



женную на  (в нашем случае на ), к третьей – первую строку, умноженную 

на  (в нашем случае на ). 

Это возможно, так как  
Если бы в нашей системе уравнений было больше трёх, то следовало бы прибав-

лять и ко всем последующим уравнениям первую строку, умноженную на отношение со-
ответствующих коэффициентов, взятых со знаком минус. 

В результате получим матрицу эквивалентную данной системе новой системы 
уравнений, в которой все уравнения, начиная со второго не содержат переменную x: 

 

Для упрощения второй строки полученной системы умножим её на  и получим 
вновь матрицу системы уравнений, эквивалентной данной системе: 

 
Теперь, сохраняя первое уравнение полученной системы без изменений, с помо-

щью второго уравнения исключаем переменную y из всех последующих уравнений. Для 

этого к третьей строке матрицы системы прибавим вторую, умноженную на  (в на-

шем случае на ). 
Если бы в нашей системе уравнений было больше трёх, то следовало бы прибав-

лять и ко всем последующим уравнениям вторую строку, умноженную на отношение со-
ответствующих коэффициентов, взятых со знаком минус. 

В результате вновь получим матрицу системы, эквивалентной данной системе ли-
нейных уравнений: 

 
Мы получили эквивалентную данной трапециевидную систему линейных уравне-

ний: 

 
Если число уравнений и переменных больше, чем в нашем примере, то процесс по-

следовательного исключения переменных продолжается до тех пор, пока матрица систе-
мы не станет трапециевидной, как в нашем примере. 

Решение найдём "с конца" - это называется "обратный ход метода Гаусса". Для это-
го из последнего уравнения определим z: 

. 
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Пример 1. 

 Найти обратную матрицу матрицы A 
 

A =  

 

2 4 1 

 

0 2 1 

2 1 1 

Решение: Приписываем к матрице A справа единичную матрицу третьего порядка: 

A|E =  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~ 0 2 1 0 1 0 

2 1 1 0 0 1 

Преобразуем левую часть полученной матрицы в единичную. Для этого от 3-тей строки 
отнимем 1-ую строку: 

~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~  
0 2 1 0 1 0 

2 - 2 1 - 4 1 - 1 0 - 1 0 - 0 1 - 0 

 

 ~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~ 0 2 1 0 1 0 

0 -3 0 -1 0 1 

Третью строку поделим на (-3) и поменяем местами со второй строкой: 

~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~  
0 2 1 0 1 0 

0 1 0 1/3 0 -1/3 

 

 ~  

 

2 4 1 1 0 0 

 

 ~ 0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 2 1 0 1 0 

Отнимем он 1-ой строки 2-ую умноженную на 4; от 3-тей строки 2-ую умноженную на 2: 

~  

 

2 - 4·0 4 - 4·1 1 - 4·0 1 - 4·(1/3) 0 - 4·0 0 - 4·(-1/3) 

 

 ~  
0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 - 2·0 2 - 2·1 1 - 2·0 0 - 2·1/3 1 - 2·0 0 - 2·(-1/3) 

 

 ~  

 

2 0 1 -1/3 0 4/3 

 

 ~ 0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

Отнимем он 1-ой строки 3-ую строку: 

~  2 - 0 0 - 0 1 - 1 -1/3 - (-2/3) 0 - 1 4/3 - 2/3  ~  



0 1 0 1/3 0 -1/3 
0 0 1 -2/3 1 2/3 

 

 ~  

 

2 0 0 1/3 -1 2/3 

 

 ~ 
0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

Разделим 1-ую строку на 2: 

~  

 

1 0 0 1/6 -1/2 1/3 

 

0 1 0 1/3 0 -1/3 

0 0 1 -2/3 1 2/3 

 

Ответ: A-1 =  

 

1/6 -1/2 1/3 

 

1/3 0 -1/3 

-2/3 1 2/3 

 
Вычисление обратной матрицы с помощью союзной матрицы 

Пример 1. 

 Найти обратную матрицу матрицы A 

A =  

 

2 4 1 

 

0 2 1 

2 1 1 

Решение: Найдем определитель матрицы A: 

det(A) =  
2 4 1 

 =  0 2 1 
2 1 1 

= 2·2·1 + 4·1·2 + 1·0·1 - 1·2·2 - 2·1·1 - 4·0·1 = 4 + 8 + 0 - 4 - 2 - 0 = 6 

Найдем алгебраические дополнения матрицы A: 

A11 = (-1)1 + 1· 
2 1 

 = 2·1 - 1·1 = 1 
1 1 

 

A12 = (-1)1 + 2· 
0 1 

 = -(0·1 - 1·2) = 2 
2 1 

 

A13 = (-1)1 + 3· 
0 2 

 = 0·1 - 2·2 = -4 
2 1 

 

A21 = (-1)2 + 1· 
4 1 

 = -(4·1 - 1·1) = -3 
1 1 

 

A22 = (-1)2 + 2· 
2 1 

 = 2·1 - 1·2 = 0 
2 1 

 



A23 = (-1)2 + 3· 
2 4 

 = -(2·1 - 4·2) = 6 
2 1 

 

A31 = (-1)3 + 1· 
4 1 

 = 4·1 - 1·2 = 2 
2 1 

 

A32 = (-1)3 + 2· 
2 1 

 = -(2·1 - 1·0) = -2 
0 1 

 

A33 = (-1)3 + 3· 
2 4 

 = 2·2 - 4·0 = 4 
0 2 

Запишем союзную матрицу: 

Ã =  

 

1 2 -4 

 

-3 0 6 

2 -2 4 

Найдем обратную матрицу: 

A-1 =  
1 

ÃT  =  
1 

det(A) 6 
 

 

1 -3 2 

 

2 0 -2 

-4 6 4 
 

 =  

 

1/6 -1/2 1/3 

 

1/3 0 -1/3 

-2/3 1 2/3 
 

 

Ответ: A-1 =  

 

1/6 -1/2 1/3 

 

1/3 0 -1/3 

-2/3 1 2/3 

 
 
3.4 Практическое занятие №4 ( 2 часа). 

Тема: «Действия над комплексными числами»                      
3.4.1 Задание для работы: 

1. Сложение комплексных чисел. 
2. Вычитание комплексных чисел. 
3. Умножение комплексных чисел. 

3.4.2 Краткое описание проводимого занятия: 
1. Сложение комплексных чисел 
Пример 1 

Сложить два комплексных числа ,  
Для того чтобы сложить два комплексных числа нужно сложить их действительные 

и мнимые части: 

 
2.Вычитание комплексных чисел 

Пример 2 

Найти разности комплексных чисел  и , если ,  
Действие аналогично сложению, единственная особенность состоит в том, что вы-

читаемое нужно взять в скобки, а затем – стандартно раскрыть эти скобки со сменой 
знака: 



 
Результат не должен смущать, у полученного числа две, а не три части. Просто 

действительная часть – составная: . Для наглядности ответ можно переписать 

так: . 
Рассчитаем вторую разность: 

 

Здесь действительная часть тоже составная:  

. Вот здесь без скобок уже не обойтись. 
 
3. Умножение комплексных чисел 
Пример 3 

Найти произведение комплексных чисел  ,  
Очевидно, что произведение следует записать так: 

 

 

 
4. Деление комплексных чисел 
Пример 4 

Даны комплексные числа , . Найти частное . 
Составим частное: 

 
Деление чисел осуществляется методом умножения знаменателя и числителя на 

сопряженное знаменателю выражение. 

Согласно правилу, знаменатель нужно умножить на , и, чтобы ничего не из-

менилось, домножить числитель на то же самое число : 

 
Далее в числителе нужно раскрыть скобки (перемножить два числа по правилу, 

рассмотренному в предыдущем пункте). А в знаменателе воспользоваться форму-

лой  (помним, что  ). 
Распишем подробно: 

 
Пример 5 

Дано комплексное число . Записать данное число в алгебраической фор-

ме (т.е. в форме ). 
Приём тот же самый – умножаем знаменатель и числитель на сопряженное знаме-

нателю выражение. Снова смотрим на формулу . В знаменателе 



уже есть , поэтому знаменатель и числитель нужно домножить на сопряженное 

выражение , то есть на : 

 
Пример 6 

Даны два комплексных числа , . Найти их сумму, разность, 
произведение и частное. 

Это пример для самостоятельного решения. Полное решение и ответ в конце заня-
тия. 

3.4.3 Результаты и выводы: Научились выполнять действия над комплексными 
числами. 

 
 
3.5 Практическое занятие №5 ( 2 часа). 

Тема: «Действия над векторами»                      
3.5.1 Задание для работы: 

1. Координаты вектора. 
2. Длина вектора. 
3. Скалярное произведение векторов. 

3.5.2 Краткое описание проводимого занятия: 
1. Координаты вектора. 

Пример 1 

Даны две точки плоскости  и . Найти координаты вектора  
Решение: по соответствующей формуле: 

 
Как вариант, можно было использовать следующую запись:  

 

Эстеты решат и так:  
Лично я привык к первой версии записи. 

Ответ:  

 
 
Пример 2 

а) Даны точки  и . Найти векторы  и . 

б) Даны точки  и . Найти векторы  и . 



в) Даны точки  и . Найти векторы  и . 

г) Даны точки . Найти векто-

ры . 
Это примеры для самостоятельного решения. 

2. Длина вектора. 
Пример 3 

Даны точки  и . Найти длину отрезка . 
Решение: по соответствующей формуле: 

 

Ответ:  
Для наглядности выполним чертёж 

 

 
 
Пример 5 

Даны точки  и . Найти длину вектора . 

Решение: Сначала найдём вектор : 

 

По формуле  вычислим длину вектора: 

 

Ответ:  
Пример 7 

Даны векторы  и . Найти  и  
Решение чисто аналитическое: 

 

Ответ:  



 
3. Скалярное произведение векторов 

Пример 1 

Найти скалярное произведение векторов  и , если  

Решение: Используем формулу . В данном случае: 

 

Ответ:  
3.5.3 Результаты и выводы: Научились выполнять действия над векторами. 
 
 
3.6 Практическое занятие №6 ( 2 часа). 

Тема: «Задание прямой на плоскости различными способами. Взаимное расположение 
прямых»                      

3.6.1 Задание для работы: 
1. Различные способы задания прямой. 
2. Проверка параллельности прямых. 
3. Проверка перпендикулярности прямых. 

3.6.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Даны вершины треугольника АВС: А(-2;5), В(10;- 4), С(8;10). Требуется: 
1) Найти длину стороны АВ; 
2) Составить уравнения сторон АВ и АС в общем виде и найти их угловые коэф-

фициенты; 
3) Вычислить угол А в радианах; 
4) Составить уравнение медианы АД; 
5) Составить уравнение высоты СЕ и найти ее длину. 
Решение: 
1) Расстояние d между точками А (х1; у1) и В (х2; у2) вычисляется по формуле: 

                                   2
12

2
12 )()( yyxxd −+−=                                         (1) 

Применяя (1), находим длину стороны АВ: 

1581144)54())2(10( 22 =+=−−+−−=АВd  

 2) уравнение прямой, проходящей через точки А (х1; у1) и В (х2; у2), имеет вид: 
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Подставив в (5) соответствующие координаты точек А и В, находим уравнение 
прямой АВ. 
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Чтобы найти угловой коэффициент прямой АВ (кАВ), решим полученное уравне-
ние прямой относительно у: 
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откуда кАВ 
4

3
−= . 

Подставляя в (5) координаты точек А и С, находим уравнение прямой АС. 
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1022 −=+ ух  

0122 =+− ух  - уравнение стороны АС, откуда кАС
2

1
=  

3) Если даны две прямые, угловые коэффициенты которых соответственно к1 и к2, 
то угол γ  между этими прямыми определяется по формуле: 
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1 kk

kk
tg

⋅+

−
=γ                                                          (7) 

Искомый угол А образован прямыми АВ и АС, угловые коэффициенты которых 

найдены ранее в пункте 2). Для определения угла А положим 
4

3
1 −== ABkk  и 

2

1
2 == ACkk

. Применяя (7), получим: 
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=tgA ; откуда А '26632 0==arctg . 

Используя таблицу перевода градусной меры в радианную, получим А=1.107 рад. 
4). Если АD есть медиана, то точка D является серединой стороны ВС. Для вы-

числения координат точки D применяем формулы деления отрезка на две равные части: 

                                        
2

;
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2121 уу
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хх
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Подставив в (10) координаты точек В и С, находим координаты точки D: 
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104
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=Dy ; D (9;3). 

Подставив в (5) координаты точек А (-2;5) и D (9;3), находим искомое уравнение 
медианы АD: 

051112 =−+ ух  

5). Высота СЕ перпендикулярна стороне АВ. известно, что если две прямые вза-
имно перпендикулярны, то их угловые коэффициенты обратные по величине и противо-

положны по знаку. Следовательно, 
АВ

СЕ
к

к
1

−= . Так как 
4

3
−=АВк , то 

3

4
=СЕк . 

Уравнение прямой, проходящей через данную точку с данным угловым коэффи-
циентом, имеет вид: 

                                    )( 11 ххкуу −=−                                                       (4) 



Подставив в (4) координаты точки С и найденный угловой коэффициент 
3

4
=СЕк , 

получим искомое уравнение высоты СЕ: 
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0234 =−− ух  - уравнение СЕ. 

Чтобы найти длину СЕ, определим сперва координаты точки Е – точки пересече-
ния высоты СЕ и прямой АВ. Для этого решаем совместно систему уравнений АВ и СЕ: 
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Умножим первое уравнение на 3, а второе на 4, получим: 
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Сложим оба уравнения и припишем в систему первое уравнение исходной систе-
мы: 
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Подставив во второе уравнение системы значение 2=х , найдем значение у : 
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 Следовательно, Е (2;2). Длину высоты СЕ определяем как расстояние между 
двумя точками С и Е по формуле (1). 

10100)102()82( 22 ==−+−=CEd  

3.6.3 Результаты и выводы: Научились составлять уравнения прямых. 
 
 

3.7 Практическое занятие №7 (2 часа). 
Тема: «Построение кривых второго порядка»                      

3.7.1 Задание для работы: 
1. Составление уравнения и построение окружности. 
2. Составление уравнения и построение эллипса. 
3. Составление уравнения и построение гиперболы. 
4. Составление уравнения и построение параболы. 

3.7.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пусть требуется построить эллипс с заданными параметрами  =4 и  =2. 
Решение: 

а) строим окружность радиуса  =4 с центром в начале прямоугольной системы коорди-

нат ; 

б) принимаем коэффициент сжатия окружности  =  =  ; 
в) далее применяем линейку и прямоугольный треугольник: двигаем треугольник вдоль 

линейки так, чтобы деление [4] всё время оставалось на оси  ; 
г) используем ординаты: 1; 2; 3; 4 точек окружности и, двигая треугольник вдоль линейки, 

отмечаем на плоскости  точки с ординатами:   ;  1;   ;  2; 



д) в результате выполнения построений по пункту г) для каждой четверти эллипса полу-
чаем по пять точек, которые легко соединить при помощи лекала: эллипс (симпатичный!) 
построен. 

Замечание: значения параметров  =4 и  =2 и ординат: 1; 2; 3; 4 выбраны так, чтобы 
каждый раз легко видеть середины выделяемых отрезков. 

Ответ: эллипс:  – построен. 

5). Эллипс – результат сжатия окружности:  . Наблюдение результата орто-
гонального параллельного проектирования подсказывает практический способ построения 

эллипса с заданными параметрами  и  , то есть с заданными осями: 
6). Параметрические уравнения эллипса. Имея 
опыт построения параметрических уравнений 
прямой, напрашивается вопрос: не будет ли это 
связано с некоторым движением точки на плос-

кости в системе координат  ? 
Наиболее удобной моделью для получения па-
раметрических уравнений эллипса считают от-

резок  , который скользит своими конца-

ми  и  по осям  и  , соответственно. 

При движении отрезка  точка  (на отрез-
ке закреплена), принадлежащая отрезку, опи-
сывает некоторую линию. Найдём её уравне-

ние, введя параметр  – угол отрезка  с 

осью координат  . Для этого достаточно за-

писать значения координат точки  : 

 (11) 
Утверждать, что уравнения (11) есть эллипс, можно только после того, как убедимся, что 

точка принадлежит уже известному нам уравнению эллипса:  . 

Подставим координаты точки  в каноническое уравнение эллипса: 

 →  – тождество! 
3.7.3 Результаты и выводы: Научились строить кривые второго порядка. 

 

 
3.8 Практическое занятие № 8  (2 часа). 

Тема: «Нахождение предела функции»                      
3.8.1 Задание для работы: 

1. Раскрытие неопределенности . 
2. Нахождение производной сложной функции. 
3. Дифференциал функции. 

3.8.2 Краткое описание проводимого занятия: 

1. Раскрытие неопределенности  



Пример. 

Решить предел  
Сначала попробуем подставить -1 в дробь: 

  

В данном случае получена так называемая неопределенность . 

Итак, решаем наш предел 

 

Разложим числитель и знаменатель на множители 

Для того чтобы разложить числитель на множители, нужно решить квадратное уравне-
ние: 

 
Сначала находим дискриминант: 

 

И квадратный корень из него: . 

Далее находим корни:  

 

 

Таким образом: 

 

Знаменатель. Знаменатель  уже является простейшим множителем, и упростить его 
никак нельзя. 

 

Очевидно, что можно сократить на : 

 

Теперь и подставляем -1 в выражение, которое осталось под знаком предела: 

 

2. Раскрытие неопределенности  

Пример. 



Вычислить предел  

Согласно нашему правилу попытаемся подставить бесконечность в функцию. Что у нас 
получается вверху? Бесконечность. А что получается внизу? Тоже бесконечность. Та-

ким образом, у нас есть так называемая неопределенность вида .  

Как решать пределы данного типа? 

Сначала мы смотрим на числитель и находим  в старшей степени: 

 
Старшая степень в числителе равна двум. 

Теперь смотрим на знаменатель и тоже находим  в старшей степени: 

 
Старшая степень знаменателя равна двум. 

Затем мы выбираем самую старшую степень числителя и знаменателя: в данном при-
мере они совпадают и равны двойке. 

 

Разделим числитель и знаменатель на  

 

Вот оно как, ответ , а вовсе не бесконечность. 

3.8.3 Результаты и выводы: Научились вычислять пределы. 

 
 

3.9 Практическое занятие № 9  (2 часа). 
Тема: «Нахождение производных функций»                      

3.9.1 Задание для работы: 
1. Нахождение производной функции по правилам дифференцирования и таблице 
производных. 
2. Нахождение производной сложной функции. 
3. Дифференциал функции. 

3.9.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Найти производные указанных функций: 

а) 3 2
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arcsin ; г) 
42 )( arctgxxy −= ; 

д) 
xey 4sin= ; е) xey tgx 2cos⋅= ; ж) )12sin(ln += xy . 

Решение.  



а) Перепишем данную функцию, введя дробные и отрицательные показатели: 

3

2
43 6ххху +−= − . 

Применяя правило дифференцирования алгебраической суммы 3) и формулу 
дифференцирования степенной функции 7), учитывая, что х′х = 1, имеем: 

35
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− . 

б) Применяя правило производной произведения двух функций 4), а также фор-
мулы 7) и 13), имеем: 

xxxxxxxху cos)2(sin3)(sin)2(sin)2( 3233 ⋅++⋅=′⋅++⋅′+=′  

в) Применяем правило дифференцирования частного двух функций 6), а также 
формулы 17), 7) и 11). 
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г) Данная функция является сложной; она может быть представлена так: 
4иу= , 

где arctgxхи −= 2
. Применяем формулу 7): 
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д) Применяем формулу 13) дифференцирования сложной функции. 

xexxexeey xxxx 4cos4)4(4cos)4(sin)( 4sin4sin4sin4sin =′⋅⋅=′⋅=′=′  
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ж) Применяем формулу 12) дифференцирования сложной функции:  
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3.9.3 Результаты и выводы: Научились вычислять производные. 
 
 

3.10 Практическое занятие № 10  (2 часа). 
Тема: «Исследование функции с помощью производных»                      

3.10.1 Задание для работы: 
1. Исследование функции с помощью первой производной. 
2. Исследование функции с помощью второй производной. 

3.10.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Задача. Исследовать функцию 
хе

х
у

)1(2 +
=  и построить ее график.  

Решение. Данная функция существует на всей числовой оси. Определим точки экс-
тремума и промежутки возрастания и убывания функции. 



хх

хх
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ехе
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)1(22
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Показательная функция ех положительна для любого значения х. Следовательно, 
первая производная обращается в нуль только при х = 0. При этом левее этой точке, то 
есть при х < 0, производная у′(х) положительна, а при х > 0 производная у′(х) отрицатель-
на. Это означает, что в точке х = 0 функция имеет максимум. В промежутке (-∞; 0) функ-
ция возрастает, а в промежутке (0;+∞) убывает. 

2)0(min == уу  ; А(0;2) – точка максимума. 

Чтобы найти точки перегиба и промежутки выпуклости и вогнутости, находим 
производную второго порядка: 

хх

хх
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Вторая производная у′′ обращается в нуль при х = 1. Эта критическая точка второ-
го рода разбивает числовую ось на два промежутка: (-∞;1) и (1;+∞). В первом из этих 
промежутков у′′(х) отрицательна, а во втором – положительна. Следовательно, в первом 
промежутке график функции является выпуклым, а во втором – вогнутым. Так как при 
переходе через критическую точку х = 1 вторая производная меняет свой знак, то х = 1 

есть абсцисса точки перегиба. Вычислим ординату точке перегиба: 
е

у
4

)1( = . 

Итак, Р(1; 
е

4 ) – точка перегиба графика функции. График  

исследуемой функции дан на рисунке. 
 

 
3.10.3 Результаты и выводы: Научились исследовать функции. 

 
 

3.11 Практическое занятие № 11  (2 часа). 
Тема: «Дифференциал функции»                      

3.11.1 Задание для работы: 
1. Вычисление дифференциала функций. 
2. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. 
3. Абсолютная и относительная погрешности приближенных вычислений. 

3.11.2 Краткое описание проводимого занятия: 
1. Вычисление дифференциала функций. 

Пример  
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Найти дифференциал функции  
Перед тем, как находить производную или дифференциал, всегда целесообразно по-
смотреть, а нельзя ли как-нибудь упростить функцию (или запись функции) 
ещё додифференцирования? Смотрим на наш пример. Во-первых, можно преобразо-
вать корень: 

 (корень пятой степени относится именно к синусу). 
Во-вторых, замечаем, что под синусом у нас дробь, которую, очевидно, предстоит 
дифференцировать. Формула дифференцирования дроби очень громоздка. Нельзя ли 
избавиться от дроби? В данном случае – можно, почленно разделим числитель на зна-
менатель: 

 
Функция сложная. В ней два вложения: под степень вложен синус, а под синус вложено 

выражение . Найдем производную, используя правило дифференцирования 

сложной функции  два раза: 

 

Запишем дифференциал, при этом снова представим  в первоначальном «краси-
вом» виде: 

 
Когда производная представляет собой дробь, значок  обычно «прилепляют» в са-
мом конце числителя (можно и справа на уровне дробной черты). 
Пример  

Найти дифференциал функции  
Это пример для самостоятельного решения. 
Следующие два примера на нахождение дифференциала в точке: 
Пример 

Вычислить дифференциал функции  в точке  



Найдем производную: 

 
Опять, производная вроде бы найдена. Но в эту бодягу еще предстоит подставлять чис-
ло, поэтому результат максимально упрощаем: 

 
Труды были не напрасны, записываем дифференциал: 

 
Теперь вычислим дифференциал в точке : 

 
В значок дифференциала  единицу подставлять не нужно, он немного из другой 
оперы. 
Ну и хорошим тоном в математике считается устранение иррациональности в знамена-

теле. Для этого домножим числитель и знаменатель на . Окончательно: 

 
Пример 

Вычислить дифференциал функции  в точке . В ходе 
решения производную максимально упростить. 
Это пример для самостоятельного решения.  

2. Применение дифференциала в приближенных вычислениях. 
Пример. Пользуясь понятием дифференциала, вычислить приближенно ln 1,01. 
Решение. Число ln 1,01 является одним из значений функции y = ln x . Формула (11) 

в данном случае примет вид  

 
Положим 

 
тогда 

 
Следовательно, 

 
что является очень хорошим приближением: табличное значение ln 1,01 = 0,0100. 
Пример. Пользуясь понятием дифференциала, вычислить приближенно 

 



Решение. Число 

является одним из значений функции 

 
Так как производная этой функции 

 
то формула (11) примет вид 

 
Полагая 

 
и 

 
получаем 

 
(табличное значение 

). 
3. Абсолютная и относительная погрешности приближенных вычислений 

Пример. Пользуясь понятием дифференциала, вычислить приближенно . Оце-
нить точность полученного результата. 

Решение. Рассмотрим функцию 

 
Её производная равна 

 
а формула (11) примет вид 

 

В данном случае было бы нерационально вычислять приближенно следующим 
образом: 

 
так как значение 

 
не является малым по сравнению со значением производной в точке 

 
Здесь удобно предварительно вынести из под корня некоторое число, например 4/3.  

Тогда 

 
Теперь, полагая 

 



получим 

 
Умножая на 4/3, находим 

 
Принимая табличное значение корня 

за точное число, оценим по формулам (12) и (13) из лекции абсолютную 
и относительную погрешности приближенного значения: 

 
3.11.3 Результаты и выводы: Научились находить дифференциал  функции. 
 
 
3.12 Практическое занятие № 12  (2 часа). 

Тема: «Функции нескольких переменных»                      
3.12.1 Задание для работы: 

1. Предел функции двух переменных 
2. Частные производные первого порядка. Полный дифференциал 

3.12.2 Краткое описание проводимого занятия: 
1. Предел функции двух переменных 

Пример 1. Найти предел 

. 
Решение. Введем обозначение 

, откуда 

. При 

имеем, что 

. Тогда 

 

. 
Пример 2. Найти точки разрыва функции 

. 
Решение. Данная функция не определена в тех точках, в которых знаменатель обра-

щается в нуль, т. е. в точках, где 

или 

. Это окружность с центром в начале координат и радиусом 



. Значит, линие

. 
3. Частные производ
Пример 3. Найти част

а) 

. 
Решение. а) Чтобы на

считаем 

постоянной величи
как функцию одной

: 

Аналогично, считая

постоянной величи

: 

Решение. 
б) 
 

 

 
 
Пример 4. Найти полн

 
 
Решение. Так как 

то по формуле полног

линией разрыва исходной функции будет окруж

изводные первого порядка. Полный диффер
и частные производные функций: 

; б) 

бы найти 

еличиной и дифференцируем 
 одной переменной 

. 
итая 

еличиной, находим 

. 

и полный дифференциал функции 

 
олного дифференциала находим 

окружность 

фференциал 

 

 

 

 



3.12.3 Результаты и
функции двух переменных

 
 
 
3.13 Практическое 

Тема: «Нахождение неопр
3.13.1 Задание для 

1. Понятие неопределенног
2. Основные методы инте
подстановки; метод интегр

3.13.2 Краткое опи
Найти интегралы: 

а) ∫ +−
х

хх
6

4(
2

3

Решение. а) Предвар
меним свойства неопредел

∫ +− dx
х

хх
2

3 )
6

4(

C
xxx

+
−

⋅+−⋅=
−

1
6

2

34
4

12

3
4

б) Применяя свойст
иметь:  

∫ =− dxeсosx x )35(

в) Применяем свойс

∫






−
−

+ xx 25

1

9

2
2

 
x

arctg −= arcsin
33

2

Найти интегралы: 

а) ∫
−+

dx
х

хх
3

2 )3)(2(

. 
Решение. а) Раскро

разделим на х3 . 

∫
−+

dx
х

хх
3

2 )3)(2(

dxxdx +−= ∫∫ − 23

б) Преобразуем под
де суммы двух других, каж

 
аты и выводы: Научились находить предел 
нных. 

еское занятие № 13  (2 часа). 
еопределенного интеграла»                      

е для работы: 
енного интеграла и его свойства. 
 интегрирования: метод непосредственного и
нтегрирования по частям. 
е описание проводимого занятия: 

 

dx) ; б) ∫ − dxex x )3cos5( ; в) ∫





−

+ x9

2
2

редварительно преобразуем подынтегральную ф
ределенного интеграла и табличный интеграл 2

∫ ∫ ∫−=⋅+−= − dxxdxxdxxxxdx 2

1
322

1
3 4)64(

C
x

xxx +−−=
6

3

24 . 

свойства неопределенного интеграла и табличн

∫∫ +−=− Cexdxexdx xx 3sin53cos5  

 свойства 3 и 4 и табличные интегралы 12), 11)  

++−⋅=





+ x

xx
arctgdx

xx
ln3

5
arcsin

33

1
2

3
2

Cx
x

++ ln3
5

. 

 

dx ; б) ∫ +⋅

+
dx

xx

x

)1(

)1(
2

2

; в) ∫
−

+ dx
x

e
e

x
x )

cos
1(

2

аскроем скобки в числителе и полученное пр

∫∫ 


 −+−=
−+−

=
xxx

dx
x

xxx
dx

23

23 623
1

623

C
x

x
x

xdxx
x

dx
++++=−∫ ∫ −

2

3 3
ln2

3
62 . 

м подынтегральную функцию и представим зад
х, каждый из которых табличный. 

дел и частные производные 

ого интегрирования; метод 






+

−
dx

xx

3

25

1
2

. 

ную функцию и затем при-
грал 2). 

∫ =+ − dxxdx 26

бличные интегралы, будем 

), 11)  и 5). 

=+C   

dx ; г) ∫ ⋅
dx

xx 22 cossin

1

ое произведение почленно 

=



dx

x3

6
 

 

им заданный интеграл в ви-



∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ +
+=

+⋅
+

+⋅

+
=

+⋅

++
=

+⋅

+
222

2

2

2
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2

1
2

)1(
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)1(

1

)1(

21

)1(

)1(

x

dx

x

dx
dx

xx

x
dx

xx

x
dx

xx

xx
dx

xx

x
= 

Carctgxx ++= 2ln . 

в) ∫ ∫ ++=






 +=







+

−

Ctgxedx
x

edx
x

e
e

xx
x

x

22 cos

1

cos
1 . 

г) Чтобы привести данный интеграл к табличным, выразим стоящую в числителе 1 
суммой xx 22 cossin + и разделим почленно на знаменатель. 

∫ ∫ ∫ ∫ +−=+=
⋅

+
=

⋅
Cctgxtgx

x

dx

x

dx
dx

xx

xx
dx

xx 2222

22

22 sincoscossin

cossin

cossin

1
. 

Интегрирование заменой переменной (метод подстановки). 
Применяя соответствующие подстановки )( хи ϕ= , найти указанные интегралы: 

а) ∫ + 15 x

dx ; б) ∫ + xdxe x 12

; в) ∫ + 6

2

1 x

dxx
; г) ∫ − 9

2
4x

xdx . 

Решение. а) Если воспользоваться подстановкой 15 += xu , то интеграл приводить-
ся к табличному интегралу 5). 

Пусть 15 += xu , тогда dxdu 5=  и 
5

du
dx = . 

Применяя формулу (1), будем иметь: 

∫ ∫ ∫ ++=+===
+

CxCu
u

du

u

du

x

dx
15ln

5

1
ln

5

1

5

1

515
. 

б) Чтобы привести данный интеграл к табличному интегралу 6), положим 

12 += хи , тогда xdxdu 2=  и 
2

du
xdx = . Применяя формулу (1), получим: 

∫ ∫∫ +=+==⋅= += CeCedue
du

exdxe xuuux 11 22

2

1

2

1

2

1

2
. 

в) Чтобы привести данный интеграл к табличному интегралу 12), положим 3xu = , 

тогда dxxdu 23=  и 
3

2 du
dxx = . Следовательно,  

∫ ∫ ∫ +=+=
+

=
+

=
+

CarctgxCarctgu
u

du

u

du

x

dxx 3

226

2

3

1

13

1

)1(31
 

г) Чтобы привести данный интеграл к табличному интегралу 13), положим 2хи = , 
тогда xdxdu 2= . Применяя (1), получим: 

∫ ∫ ∫ +
+

−
=+

+
−

=
−

=
−

=
−

C
x

x
C

u

u

u

du

u

du

x

xdx

3

3
ln

6

1

3

3
ln

6

1

399

2
2

2

2224
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Найти интегралы: 

а) ∫
−

dx
x

x

2

2

1

arcsin
; б) ∫

− 76

3

x

x

e

dxe
; в) ∫ + x

xdx
2sin3

2sin ; г) ∫ +

⋅

x

dxx
2sin25

cos . 

Решение. а) Положим xt arcsin= , тогда 
21 x

dx
dt

−
= . Следовательно, 

∫ ∫ ∫ +=+==
−

⋅=
−

CxC
t

dtt
x

dx
xdx

x

x 3
3

2

2

2

2

2

arcsin
3

1

31
arcsin

1

arcsin
. 

В тех случаях, когда становится ясным, какая подстановка приводит данный инте-
грал к табличному, можно не вводить явным образом новую переменную. Например, при 

решении примера а) видно, что 
21 x

dx

−
 является дифференциалом функции xarcsin . 



Поэтому решение можно записать так: 

∫ ∫ +=⋅=
−

C
x

xdxdx
x

x

3

arcsin
)(arcsinarcsin

1

arcsin 3
2

2

2

. 

б) Положим xeu 3= , тогда dxedu x33=  и 
3

3 du
dxe x = . Следовательно, 

∫ ∫ ∫ =+−+=
−

=
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=
−

Cuu
u

du

u
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e

dxe

x

x

)7ln(
3
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1
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3

 

Cee xx +−+= )7ln(
3

1 63 . 

в) Положим xu 2sin3 += , тогда xdxxdxxdu 2sincossin2 == . Следовательно, 

∫ ∫ ++=+==
+

CxCu
u

du

x

xdx 2

2
sin3lnln

sin3

2sin . 

При решении данного примера можно было бы явным образом не вводить новой 
переменной и интегрировать следующим образом: 

∫ ∫ ++=
+

+
=

+
Cx

x

xd

x

xdx 2

2

2

2
sin3ln

sin3

)sin3(

sin3

2sin
. 

г) Так как dxx ⋅cos  есть дифференциал функции xsin , то данный интеграл при-
водится к табличному интегралу 12). 

∫ ∫ +=
+

=
+

⋅
C

x
arctg

x

xd

x

dxx

5

sin

5

1

sin5

)(sin

sin25

cos
222

 

Интегрирование по частям.  
Пользуясь формулой интегрирования по частям, найти интегралы: 

а) ∫ ⋅ dxех х ;          б) ∫ xdxx cos . 

Решение. а) Положим xu=  и dxedv x= , тогда dxdu = , xx edxev == ∫ . 

Применяя (2), получим: 

∫ ∫ +−=−=⋅ Cexedxexedxex xxxxx . 

б) Положим xu=  и xdxdv cos= , тогда dxdu = , xxdxv sincos == ∫ . 

Следовательно,  

Cxxxxdxxxxdxx ++⋅=−⋅= ∫∫ cossinsinsincos . 

Пользуясь формулой (2), весьма важно правильно выбрать множители и и dv . Для 
разложения подынтегрального выражения на множители нет общих правил. Вместе с тем 
можно руководствоваться некоторыми частными указаниями. 

Указание 1. Если подынтегральное выражение содержит произведение показатель-
ной или тригонометрической функции на многочлен, то за множитель и следует принять 
многочлен. 

Указание 2. Если подынтегральное выражение содержит произведение логарифми-
ческой или обратной тригонометрической функции на многочлен, то за множитель и сле-
дует принять логарифмическую функцию или обратную тригонометрическую функцию. 

3.13.3 Результаты и выводы: Научились находить неопределенные интегралы 
разными методами. 

 
 

3.14 Практическое занятие № 14  (2 часа). 
Тема: «Вычисление определенного интеграла»                      

3.14.1 Задание для работы: 
1. Вычисление определенного интеграла по формуле Ньютона-Лейбница 
2. Геометрический смысл определенного интеграла. 



3.14.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Вычислить интегралы: 

а) dxx∫
3

2

23 ; б) ∫ +

2

0
24 x

dx
; в) ∫ +

5

0
4 13

3

x

dx
; г) ∫ −

2

0

24 dxx . 

Решение. Для вычисления определенного интеграла применяем формулу Ньютона 
– Лейбница 

)()()()( aFbFxFdxxf
b

a

b

a

−==∫ . 

а) 198273
3

2

3
3

2

2 =−==∫ xdxx . 

б) 
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1
)01(

2

1

22

1

4

2

0

2

0
2

ππ
=⋅=−==

+∫ arctgarctg
x

arctg
x

dx
. 

в) Сделаем замену переменной. Пусть zx =+4 13 , тогда 413 zx =+  и dzzdx 343 = . 
Определим пределы интегрирования для новой переменной z . 
При 0=x  переменная 1=Hz (нижний предел). 

При 5=x  переменная 2=Bz  (верхний предел).  

Следовательно,  

3

1
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г) Сделаем подстановку. Пусть tх sin2= ; тогда tdtdx cos2= . Если 0=x , то 

tsin20 = , откуда 01 =t  (нижний предел). Если 2=x , то tsin22 = , откуда 
2

2

π
=t  (верх-

ний предел). 

Следовательно, ==⋅−=− ∫∫∫
2

0

2
2

0

2
2

0

2 cos4cos2sin444

ππ

tdttdttdxx  

 =+= ∫
2

0

)2cos1(2

π

dtt π

π

=+
2

0

)2sin2( tt . 

3.14.3 Результаты и выводы: научились вычислять определенные интегралы. 
 
 

3.15 Практическое занятие № 15 (2 часа). 
Тема: «Дифференциальные уравнения первого и второго порядков»                      

3.15.1 Задание для работы: 
1. Дифференциальные уравнения первого порядка. Уравнение с разделенными пере-
менными. Уравнение с разделяющимися переменными. 
2. Линейные однородные дифференциальные уравнения 2-го порядка с постоянными 
коэффициентами 
3. Решение задачи Коши. 

3.15.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Найти частное решение уравнения ctgxуу )1( +=′ , удовлетворяющее условию 

2
2

=






π
y . 



Решение. Данное уравнение является уравнением с разделяющимися переменны-
ми. Умножив обе части уравнения на dx  и разделив на множитель    )1( +y , получим 

уравнение с разделенными переменными 

ctgxdx
y

dy
=

+1
 или 

x

xdx

y

dy

sin

cos

1
=

+
. 

Интегрируя, имеем: ∫ ∫=+ x

xdx

y

dy

sin

cos

1
. 

Cxy lnsinln1ln +=+  

xCy sin1=+  

1sin −= xCy  - общее решение заданного уравнения. Используя начальные усло-

вия, находим значение произвольной постоянной С. 

12

1
2

sin2

−=

−=

C

С
π

 

3=C  
Следовательно, 1sin3 −= xy  есть частное решение, удовлетворяющее заданным 

начальным условиям. 
3.15.3 Результаты и выводы: научились применять дифференциальные уравнения 

в практических задачах. 
 

3.16 Практическое занятие № 16 (2 часа). 
Тема: «Применение дифференциальных уравнений в прикладных задачах»                      

3.16.1 Задание для работы: 
1. Применение дифференциальных уравнений в биологических задачах. 

3.16.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Скорость размножения некоторых бактерий пропорциональна количеству бакте-

рий, имеющихся в наличии в рассматриваемый момент времени. Известно, что количество 
бактерий за один час утроилось. Как измениться количество бактерий через 5 часов, если 
первоначальное количество равно а? 

Решение. Пусть х – количество бактерий в момент времени t . Переменная  вели-
чина х является функцией переменной величины t . Скорость изменения величины х вы-

ражается производной 
dt

dx
. По условию задачи дифференциальное уравнение, описываю-

щее рассматриваемый процесс, имеет вид:  

xk
dt

dx
⋅= , 

где к – некоторый коэффициент пропорциональности. 
Разделим переменные и решим составленное уравнение. 

kdt
x

dx
=  

∫ ∫= kdt
x

dx
 

kt
C

x

Cktx

=

+=

ln

lnln

 

откуда kte
C

x
=  или kteCx ⋅= - общее решение уравнения. 



Значения произвольной постоянной С определяем из начальных условий: при 
ахt == ,0 . 

Следовательно, аСеСа к =⋅= ⋅ ;0 . 

Таким образом, кtаех = или tkeax )(=  - есть частное решение, удовлетворяющее 

заданным начальным условиям. 
Чтобы определить коэффициент пропорциональности к, воспользуемся теми до-

полнительными условиями, которые указаны в задаче: при 1=t  (за один час) количество 
бактерий утроилось, то есть х=3а. 

Следовательно, 1)(3 keaa =  откуда 3=ke и мы получаем зависимость между пе-

ременными: tax 3⋅= .  

Чтобы ответить на вопрос задачи, находим количество х при 5=t , 53⋅= ax , 
ax 243= . 
Как видно, через 5 часов количество бактерий увеличится в 243 раза. 
Найти значение биомассы в момент T = 12, если в начальный момент ( 0=t ) зна-

чение биомассы 100 =т  и 
t

tk
21

1
)(

+
= . 

Решение. Составим дифференциальное уравнение, описывающее динамику раз-
вития популяции. Состояние популяции (в простейшем понимании – стада) можно оха-
рактеризовать массой т этой популяции (т.е. весом всего стада), причем масса т является 
функцией времени )(tтт = . Считаем, что скорость прироста биомассы пропорциональна 

биомассе популяции с коэффициентом )(tkk = . 

Скорость изменения биомассы характеризуется производной )(tт′  (при 0>′т  - 

это скорость развития, при 0<′т  - скорость вымирания). По условию задачи kтт =′  или  

                                             т
t

т
21

1

+
=′                                                      (1) 

Уравнение (1) является дифференциальным уравнением с разделяющимися пере-
менными. Разделим переменные т и t :  

т
tdt

dт

21

1

+
=    

t

dt

т

dт

21+
=   

Отсюда после почленного интегрирования получаем: 

∫ ∫ +
=

t

dt

т

dт

21
, т.е. Ctт ln)21ln(

2

1
ln ++=  

В данном случае произвольную постоянную удобно взять в виде Cln . Из послед-
него равенства следует формула для общего решения дифференциального уравнения 

                                        2

1

)21( tСт +=                                                      (2) 

Для определения значения произвольной постоянной С полагаем в равенстве (2) 
10,0 0 === ттt . В результате получаем 

10,)021(10 2

1

=⋅+= СС  

Таким образом, из общего решения дифференциального уравнения приходим к 
выражению 

                                                     ttт 2110)( +=                                        (3) 

Положим теперь в равенстве (3) 12==Tt . Тогда  

                                           50122110)12( =⋅+=т . 



Следовательно, в момент времени T = 12(ед.) значение биомассы будет составлять 
50 (ед.).  

3.16.3 Результаты и выводы: научились применять дифференциальные уравнение 
в биологических задачах. 

 
 
 

3.17 Практическое занятие № 17 (2 часа). 
Тема: «Нахождение вероятности события по определению»                      

3.17.1 Задание для работы: 
1. Классическое определение вероятности события.  
2. Свойства событий. 

3.17.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Пример. Брошена игральная кость. Найти вероятность события, состоящего в том, 

что выпало четное число очков. 
Решение. Обозначим событие A  = {выпало четное число очков}. Имеется 6 элемен-

тарных событий, т.е. 6=п . Элементарными событиями, благоприятными для A , являют-

ся события: 
1A  = {выпадение 2 очков}, 

2A  = {выпадение 4 очков}, 3A  = {выпадение 6 оч-

ков}. Всего таких событий три, следовательно,  

2

1

6

3
)( ==AP . 

Итак, вероятность того, что выпадет четное число очков, равна 5,0 . 

Пример. В ящике  белых,  красных,  зеленых и  голубых шара. Шары пере-
мешивают и наудачу извлекают  шар. Какова вероятность события, состоящего в том, 
что шар окажется цветным?   

Решение. Всевозможными элементарными исходами являются события: 
 = {извлечение белого шара}, 
 = {извлечение красного шара}, 
 = {извлечение зеленого шара}, 
 = {извлечение голубого шара}. 

Необходимо найти событие, состоящее в появлении события   или , или , т.е. 
события . Так как события  , ,  – несовместны, то 

. 

Таким образом, вероятность извлечения цветного шара равна . 

3.17.3 Результаты и выводы: Научились вычислять вероятность событий по оп-
ределению. 

 
3.18 Практическое занятие № 18 (2 часа). 

Тема: «Нахождение вероятности события с помощью теорем сложения и умножения ве-
роятностей»                      

3.18.1 Задание для работы: 
1 Теорема о сумме вероятностей. 
3. Теорема произведении вероятностей. 

3.18.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Пример. В ящике  груш сорта  и  груш сорта . Отбирают две груши. Опре-

делить вероятности следующих событий: 
а) обе груши сорта ; 
б) обе груши сорта ; 
в) одна груша сорта , а другая груша сорта . 
Решение. Обозначим: 

4 5 8 3
1

A

B

C

D

B C D

DCB ++ B C D

8,0
5

4

20

3

20

8

20

5
)()()()( ==++=++=++ DPCPBPDCBP

8,0

60 A 40 B

А

В

А В



 = {при первом извлечении взята груша сорта }, 

 = {при втором извлечении взята груша сорта }, 

 = {при первом извлечении взята груша сорта }, 

 = {при втором извлечении взята груша сорта }. 

Таким образом, нужно найти: 
а) ; 

б) ; 

в) . 

Находим: 

а) ; т.е. вероятность того, что обе груши сорта 

, равна . 

б) . 

Следовательно, вероятность того, что обе груши сорта , равна . 

в) . 

Таким образом, вероятность того, что одна груша сорта , а другая груша сорта , равна 
. 

Пример. Экзаменационный  билет  содержит  три  вопроса. Вероятность того, что 
студент даст правильный ответ на первый вопрос, равна 0,9, вероятность правильного от-
вета на второй вопрос равна 0,8 и, наконец, вероятность правильного ответа на третий во-
прос равна 0,7. Найти вероятность того, что студент на все три вопроса ответит правиль-
но. 

Решение. Обозначим:  = {правильный ответ на первый вопрос},  = {правильный 
ответ на второй вопрос},  = {правильный ответ на третий вопрос}.  

События ,  и  являются независимыми. Применяя теорему умножения вероят-
ностей для независимых событий, получим: 

. 

Итак,  вероятность того, что студент на все три вопроса ответит правильно, равна 
. 

3.18.3 Результаты и выводы: Научились вычислять вероятность событий по тео-
ремам. 

 
 
3.19 Практическое занятие № 19 (2 часа). 

Тема: «Повторные независимые испытания. Теорема Бернулли, формула Пуассона, ло-
кальная теорема Муавра-Лапласа»                      

3.19.1 Задание для работы: 
1. Формула Бернулли. 
2. Локальная теорема Муавра-Лапласа. 
3. Формула Пуассона. 

3.19.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Пример. На опытной делянке посеяно 15  семян. Всхожесть всех семян одинакова и 

равна %80 . Найти вероятность того, что из 15  посеянных семян взойдет ровно 12. 

Решение. Обозначим событие A  = {из 15  посеянных семян взойдет 12}. Число по-
сеянных семян равно числу независимых испытаний, т. е. 15=n . Событие A  осущест-
вится 12 раз, поэтому 12=k . По условию 8,0%80 ==p , тогда 2,08,01 =−=q . По фор-

1A А

2A А

1B В

2B В

)( 21 AиAP

)( 21 BиBP

))()(( 2121 AиBилиBиAP
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99
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C
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муле Бернулли имеем: 

=⋅⋅
−

= −121512
15 2,08,0

)!1215(!12

!15
)12(P  

 2551,0008,08,04552,08,0
321!12

151413!12 12312 ≈⋅⋅=⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅

= .  

Итак, вероятность того, что из 15  посеянных семян взойдет ровно 12, равна 26,0 . 

Пример. Завод сортовых семян выпускает гибридные семена кукурузы. Известно, что 
семена первого сорта составляют %90 . Определить вероятность того, что из взятых науда-

чу для проверки 400  семян 354  будут семенами первого сорта. 

Решение. Имеем  400=n ,  9,0
100

90
==p ,  1,09,01 =−=q ,  354=k . Тогда  

 

1
6

360354

1,09,0400

9,0400354
−=

−
=

⋅⋅

⋅−
=

−
=

npq

npk
x . 

Так как функция )( xϕ  –  четная, то найдем по таблице значение функции )( xϕ  при 1=x : 

 
2420,0)1()1( ==− ϕϕ . 

Найдем искомую вероятность: 

0403,02420,0
36

1
)1(

1,09,0400

1
)354(400 ≈⋅≈⋅

⋅⋅
≈ ϕP . 

Итак, вероятность того, что из взятых наудачу для проверки 400  семян 354  будут се-
менами первого сорта %4≈ . 

Пример. Известно, что вероятность летального исхода при определенной болезни рав-
на 01,0 . Какова вероятность того, что в группе из 90 больных животных погибнет 1 живот-

ное? 
 
Решение. Имеем 90=n ,  01,0=p . Найдем 9,001.090 =⋅=⋅= pnλ , 1=k . Используя 

формулу, получим 

9,0
1

!1

9,0

!
)( −− ⋅≈⋅≈ ee

k
kP

k

n

λλ
. 

Найдем по таблице значение функции  λλ −⋅e
k

k

!
  при 9,0=λ  и 1=k , тогда  

3659,0
!1

9,0

!
)( 9,0

1

≈⋅≈⋅≈ −− ee
k

kP
k

n

λλ
. 

Таким образом, вероятность того, что в группе из 90 больных животных погибнет 1 
животное, составляет %37 . 

3.19.3 Результаты и выводы: Научились применять повторные независимые ис-
пытания в сельском хозяйстве. 

 
 
3.20 Практическое занятие № 20 (2 часа). 

Тема: «Повторные независимые испытания. Интегральная теорема Муавра-Лапласа»                      
3.20.1 Задание для работы: 

1. Интегральная теорема Муавра-Лапласа. 
3.20.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Известно, что вероятность летального исхода при определенной болезни равна 01,0 . 



Какова вероятность того, что в группе из 90 больных животных погибнет 1 животное? 
Решение. Имеем 90=n ,  01,0=p . Найдем 9,001.090 =⋅=⋅= pnλ , 1=k . Используя 

формулу, получим 
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1

!1

9,0

!
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k
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Найдем по таблице значение функции  λλ −⋅e
k

k

!
  при 9,0=λ  и 1=k , тогда  
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Таким образом, вероятность того, что в группе из 90 больных животных погибнет 1 
животное, составляет %37 . 

В лаборатории из партии семян, имеющих всхожесть %90 , высеяно 600  семян. 

Найти вероятность того, что число семян, давших всходы, не менее 520  и не более 570 , 
если принять, что каждое посеянное зерно взойдет с одной и той же вероятностью.  

Решение. Имеем  600=n ,  9,0
100

90
==p ,  1,09,01 =−=q ,  5201 =k ,  5702 =k . То-

гда по формуле имеем 
)()()570,520(

12
xxP Φ−Φ≈ . 

Найдем 
1x  и 

2x : 

 72,2
35,7

20

1,09,0600

9,0600520
1 −≈−=

⋅⋅

⋅−
=x , 

 

08,4
35,7

30

1,09,0600

9,0600570
2 ≈=

⋅⋅
⋅−

=x . 

Найдем по таблице значения функции )( xΦ  при 72,21 =x  и 08,42 =x .  

Таким образом, вероятность того, что число семян, давших всходы не менее 520   и  
не  более  570 ,  приближенно  равна 

99,04967,049996,0)72,2()08,4()72,2()08,4()570,520( ≈+=Φ+Φ≈−Φ−Φ≈P , 

т.е. событие практически достоверное. 
3.20.3 Результаты и выводы: Научились применять повторные независимые ис-

пытания в сельском хозяйстве. 
 
 

3.21 Практическое занятие № 21 (2 часа). 
Тема: «Наиболее вероятное число появления события в испытании»                      

3.21.1 Задание для работы: 
1. Найти наиболее вероятное число появления события в испытании. 

3.21.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Пример. Садовод сделал осенью 6 прививок. По опыту прошлых лет известно, что по-

сле зимовки 7 из каждых 10  черенков оставались жизнеспособными. Какое число прижив-
шихся черенков наиболее вероятно? 

Решение. Имеем  6=n ,  7,0
10

7
==p ,  3,07,01 =−=q . Вычислим: 

9,33,02,43,07,06 =−=−⋅=− qnp ,    9,47,02,47,07,06 =+=+⋅=+ pnp . 

По формуле (16) получаем 

9,49,3 0 ≤≤k . 



Так как 0k – целое число, то 40 =k . 

Таким образом, наибольшая вероятность соответствует событию, состоящему в том, 
что приживутся 4 черенка. 

3.21.3 Результаты и выводы: Научились находить наиболее вероятное число по-
явлений события в испытании. 

 
 

3.22 Практическое занятие № 22 (2 часа). 
Тема: «Дискретные случайные величины. Закон распределения, многоугольник распреде-
ления»                      

3.22.1 Задание для работы: 
1. Закон распределения ДСВ. 
2. Многоугольник распределения ДСВ. 

3.22.2 Краткое описание проводимого занятия: 
При табличном задании закона распределения дискретной случайной величины пер-

вая строка таблицы содержит возможные значения, а вторая – их вероятности: 

n

n

p

x

p

x

pp

xX

...

...

2

2

1

1  

Пример. Производится обработка стада животных дезинфици-рующим составом 
против заболевания A . Вероятность события, состоящего в том, что заболевание ликви-
дировано, равна 9,0 . Из стада после обработки отбирается 4  животных. Составить закон 

распределения случайной  величины X  –  числа здоровых животных среди отобранных. 
Решение. Возможные значения случайной величины X  таковы: 01 =x , 12 =x , 

23 =x , 34 =x , 45 =x . Вероятности этих значений найдем, используя формулу Бернулли 

(14): 
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Так как все события в этом испытании образуют полную группу, то 

14321 =+++ pppp . Действительно, 16561,02916,00486,00036,00001,0 =++++ . Соста-

вим закон распределения случайной величины X : 
 

6561,0

4

2916,0

3

0486,00036,0

21

0001,0

0

p

X
 



 
Многоугольником распределения дискретной случайной величины называют фи-

гуру, полученную из точек ),( ii px  и отрезков, их соединяющих. 

 
 
 

3.23 Практическое занятие № 23 (2 часа). 
Тема: «Числовые характеристики дискретной случайной величины»                      

3.23.1 Задание для работы: 
1. Числовые характеристики ДСВ. 
2. Свойства числовых характеристик ДСВ. 

3.23.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Случайная величина X  задана законом распределения: 

5,04,0

103

1,0

2

p

X
 

Найти среднее квадратическое отклонение )(Xσ . 

Решение.  Найдем математическое ожидание случайной величины X : 
4,65,0104,031,02)( =⋅+⋅+⋅=XM . 

Найдем математическое ожидание случайной величины 2X : 

545,0104,031,02)( 2222 =⋅+⋅+⋅=XM . 

Найдем дисперсию: 

( ) 04,134,654)()()( 222 =−=−= XMXMXD . 

Искомое среднее квадратическое отклонение: 

6,304,13)()( ≈== XDXσ . 

3.23.3 Результаты и выводы: Научились вычислять числовые характеристики 
дискретной случайной величины. 

 
 
3.24 Практическое занятие № 24 (2 часа). 

Тема: «Функция распределения»                      
3.24.1 Задание для работы: 

1. Нахождение функции распределения. 
3.24.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пример. Дана функция распределения непрерывной случайной величины X : 
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 Найти плотность распределения )( xf . 

Решение. Плотность распределения равна первой производной от функции распре-
деления: 
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Заметим, что при  0=x  производная )(/ xF  не существует.  

3.24.3 Результаты и выводы: Научились находить функцию распределения. 
 
3.25 Практическое занятие № 25 (2 часа). 

Тема: «Плотность вероятности»                      
3.25.1 Задание для работы: 

1. Плотность вероятности. 
3.25.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пример Дана функция распределения непрерывной случайной величины X : 
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 Найти плотность распределения )( xf . 

Решение. Плотность распределения равна первой производной от функции распре-
деления: 
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Заметим, что при  0=x  производная )(/ xF  не существует.  

Пример. Задана плотность распределения вероятностей случайной величины X : 
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Найти вероятность того, что в результате испытания величина X  примет значение, заклю-
ченное в интервале )1;5,0( . 



Решение. По формуле искомая вероятность 
 

75,025,01
2

22)15,0(

1

5,0

21

5,0

=−=⋅==<< ∫
x

dxxXP .    

3.25.3 Результаты и выводы: Научились находить плотность вероятности. 
 
 
 
3.26 Практическое занятие № 26 (2 часа). 

Тема: «Числовые характеристики непрерывной случайной величины»                      
3.26.1 Задание для работы: 

1. Числовые характеристики НСВ. 
3.26.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пример. Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое от-
клонение величины X , заданной функцией распределения 
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Решение. Найдем плотность распределения: 
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Найдем математическое ожидание по формуле: 
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Найдем дисперсию по формуле: 
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По формуле найдем среднее квадратическое отклонение:   

29,0
12

1
)()( ≈== XDXσ .         

3.26.3 Результаты и выводы: Научились вычислять числовые характеристики не-
прерывных случайных величин. 

 
 
3.27.3 Практическое занятие № 27 (2 часа). 

Тема: «Законы распределения случайных величин: равномерное распределение»                      
3.27.1 Задание для работы: 

1. Равномерное распределение.  
3.27.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пример. Чтобы выполнить определенное задание, лабораторной крысе требуется, по 
меньшей мере, 2 мин, но никогда не требуется более 10  мин. Найти: а) функцию распре-
деления вероятностей; б) вероятность того, что крыса выполнит задание менее чем за 4 
мин; в) среднее время выполнения задания. 



Решение. а) Рассмотрим случайную величину −T  время, необходимое для выполне-
ния задания. Так как любое время между 2 и 10  мин одинаково вероятно, то T  является 
равномерно распределенной случайной величиной. По условию  2=а , 10=b . Тогда  
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б) Вероятность того, что крыса выполнит задание менее чем за 4 мин, составляет: 
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=F . 

в) Среднее время выполнения задания характеризует математическое ожидание слу-
чайной величины. Тогда  
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+
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Таким образом, среднее время выполнения задания составляет 6 мин. 
3.27.3 Результаты и выводы: Научились использовать законы распределения слу-

чайных величин в биологических задачах. 
 
 
3.28 Практическое занятие № 28 (2 часа). 

Тема: «Законы распределения случайных величин: показательное распределение»                      
3.28.1 Задание для работы: 

1. Показательное распределение. 
3.28.2 Краткое описание проводимого занятия: 

Пример.  Написать плотность и функцию распределения показательного закона, если 
параметр 8=λ . 

Решение. Искомую плотность распределения, используя формулу, получим в виде: 





≥⋅

<
=

− .0,8

,0,0
)(

8 xприe

xпри
xf

x
 

Функцию распределения, используя формулу, получим в виде: 
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Пример. Непрерывная случайная величина X  распределена по показательному за-
кону 
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Найти вероятность того, что в результате испытания X  попадает в интервал )1;3,0( . 

Решение. По условию, имеем 2=λ . Воспользуемся формулой: 
 

41,013534,054881,0)13,0( 26,0123,02 ≈−=−=−=<< −−⋅−⋅− eeeeXP  

Итак, вероятность того, что в результате испытания X  попадает в интервал )1;3,0( , 

равна 41,0 . 

Пример. Непрерывная случайная величина X  распределена по показательному за-
кону 
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Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое отклонение слу-



чайной величины X . 
Решение. По условию 5=λ . Следовательно, используя формулы, находим: 

2,0
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11
)()( ====

λ
σ XXM , 

04,0
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11
)(

22
===

λ
XD . 

Пример.  (Распределение жизненных циклов растений). Продолжительность жизни 
растений данного вида в определенной среде представляет собой непрерывную случай-

ную величину с функцией плотности вероятностей 120

120

1
)(

x

exf
−

= . Требуется: 1) найти 

среднюю продолжительность жизни растений; 2) долю растений данного вида, которые 
умирают за период в 100  дней. 

Решение. 1) В выражении для )( xf  нетрудно узнать функцию плотности экспонен-

циального распределения с математическим ожиданием 120=a . Следовательно, средняя 
продолжительность жизни растений этого вида составляет 120  дней. 

2) Доля растений, которые умирают за период в 100  дней, выражается вероятностью 

)1000( << XP . Используя формулу,  ∫=<<
b

a

dxxfbXaP )()( , получаем:  
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Этот интеграл можно вычислить методом замены переменной. Пусть 
120

x
u −= , то-

гда dxdu
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1
−= .  

Вычислим новые пределы интегрирования:  
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После подстановки получаем: 
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Следовательно, доля растений, которые умирают за период в 100  дней, примерно 
равна %57 . 

3.28.3 Результаты и выводы: Научились использовать законы распределения слу-
чайных величин в биологических задачах. 

 
 
3.29 Практическое занятие № 29 (2 часа). 

Тема: «Законы распределения случайных величин: нормальное распределение»                      
3.29.1 Задание для работы: 

1. Нормальное распределение.  
2. Вероятность попадания нормально распределенной случайной величины в задан-
ный интервал. 

3.29.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Пример. Известно, что случайная величина X  подчинена нормальному закону рас-

пределения, 6)( =XM , 92 =σ . Найти функцию плотности вероятности. 

Решение. Имеем 6=a , 3=σ . Тогда, используя формулу, искомая функция имеет 
вид: 
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Пример. Известно, что случайная величина X  подчиняется нормальному закону с 
функцией плотности вероятности 
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Найти математическое ожидание и дисперсию этой величины. 

Решение. Имеем: 15)( == aXM , 10010)( 22 ===σXD . 

Пример. Случайная величина X  распределена по нормальному закону. Математиче-
ское ожидание и среднее квадратическое отклонение этой величины соответственно рав-
ны 30 и 10. Найти вероятность того, что X  примет значение, принадлежащее интервалу 

)50,10( . 

Решение. Воспользуемся формулой. По условию 10=α , 50=β , 30=a , 10=σ , 

следовательно,  
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По таблице находим 4772,0)2( =Φ . Отсюда искомая вероятность: 

9544,04772,02)5010( =⋅=<< XP . 

Пример. Случайная величина X  распределена нормально. Математическое ожида-
ние и среднее квадратическое отклонение этой величины соответственно равны 20 и 10. 
Найти вероятность того, что отклонение  величины X  от математического ожидания по 
абсолютной величине будет меньше трех. 

Решение. Воспользуемся формулой. По условию, 20=a , 10=σ , 3=δ . Следова-
тельно,  

)3,0(2
10

3
2)320( Φ=








Φ=<−XP . 

По таблице находим 1179,0)3,0( =Φ . Искомая вероятность: 

2358,01179,02)320( =⋅=<−XP . 

3.29.3 Результаты и выводы: Научились решать задачи по данной теме. 

 
 

3.30 Практическое занятие № 30 (2 часа). 
Тема: «Элементы математической статистики. Методы сбора и обработки данных»                      

3.30.1 Задание для работы: 
1. Методы сбора и обработки данных. 

3.30.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Статистические данные представляют собой данные, полученные в результате об-

следования большого числа объектов или явлений.  
Экспериментальные данные - это результаты измерения некоторых признаков объ-

ектов, выбранных из большой совокупности объектов. 
 Часть объектов исследования, определенным образом выбранная из более обшир-

ной совокупности, называется выборкой, а вся исходная совокупность, из которой взята 
выборка,- генеральной (основной) совокупностью.  

Исследования, в которых участвуют все без исключения объекты, составляющие ге-
неральную совокупность, называются сплошными исследованиями.  

Может использоваться выборочный метод, суть которого в том, что для обследова-
ния привлекается часть генеральной совокупности (выборка), но по результатам этого об-



следования судят о свойствах всей генеральной совокупности.  
Предметом изучения в статистике являются варьирующиеся признаки (называемые 

статистическими). Они делятся на качественные и количественные. 
 Качественными признаками объект обладает либо не обладает. Они не поддаются 

непосредственному измерению (спортивная специализация, квалификация, националь-
ность, территориальная принадлежность и т. п.). Количественные признаки представляют 
собой результаты подсчета или измерения. 

 В соответствии с этим они делятся на дискретные и непрерывные.  
Например, измеряемая температура воздуха в некотором пункте – непрерывная слу-

чайная величина (может меняться на сколь угодно малую величину), и соответствующая 
генеральная совокупность представляет собой бесконечное множество значений.  

Повторной называют выборку, при которой объект перед отбором следующего воз-
вращается в генеральную совокупность.  

Бесповторной называют выборку, при которой отобранный объект в генеральную 
совокупность не возвращается.  

Если выборка правильно отражает соотношения в генеральной совокупности, то ее 
называют репрезентативной (представительной). Например, результаты социологического 
опроса населения будут зависеть от того, в каком месте он проводится, среди каких групп.  

3.30.3 Результаты и выводы: Изучили методы сбора и обработки данных. 

 
 

3.31 Практическое занятие № 31 (2 часа). 
Тема: «Графическое представление данных»                      

3.31.1 Задание для работы: 
1. Построение полигона и гистограммы. 

3.31.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Из крупного стада коров произведена случайная выборка, получено 20 вариант удоя 

коров за 300  дней лактации (в ц): 35,9; 35,3; 42,7; 45,2; 25,9; 35,3; 33,4; 27,0; 35,9; 38,8; 
33,7; 38,6; 40,9; 35,5; 44,1; 37,4; 34,2; 30,8; 38,4; 31,3. Получить вариационный ряд и по-
строить гистограмму относительных частот. 

Решение. Запишем исходные данные в виде ранжированного ряда, т.е. располагая их 
в порядке возрастания: 25,9; 27,0; 30,8; 31,3; 33,4; 33,7; 34,2; 35,3; 35,3; 35,5; 35,9; 35,9; 
37,4; 38,4; 38,6; 38,8; 40,9; 42,7; 44,1; 46,2. 

Максимальное значение признака составляет 2,46  ц, а минимальное – 9,25  ц. Разни-

ца между ними составляет 3,20  ц. Этот интервал надо разбить на определенное количест-

во классов. При малом объеме выборки ( 20 – 40 вариант) намечают 5 – 6 классов. Возь-
мем длину классового интервала 5=h . Получаем пять интервалов: первый 25 – 30, вто-
рой 30 – 35, третий 35 – 40, четвертый 40 – 45, пятый 45 –50 (начало первого класса не 
обязательно должно совпадать со значением минимальной варианты). 

С помощью ранжированного ряда определим частоту попадания вариант выборки в 
каждый интервал. В первый интервал попадет два значения ( 9,25  и 0,27 ), поэтому 21 =п . 

Во второй интервал попадают пять значений, поэтому 52 =п . Аналогично 93 =п , 34 =п

, 15 =п . Теперь найдем относительные частоты попадания вариант выборки в каждый ин-

тервал: 
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W      (в пятый интервал). 

Для проверки вычисляем сумму относительных частот: 

105,015,045,025,01,054321 =++++=++++ WWWWW . 

Тот факт, что в сумме получили единицу, подтверждает правильность вычислений. 

По формуле 
h

W
Р i

i =′  вычислим плотности iP′ относительных частот вариант. Полу-

чаем: 

h

W
Р 1

1 =′ 02,0
5

1,0
==        (для первого интервала); 

h

W
Р 2

2 =′ 05,0
5

25,0
==        (для второго интервала); 

09,0
5

45,03
3 ===′

h

W
Р        (для третьего интервала); 

03,0
5

15,04
4 ===′

h

W
Р        (для четвертого интервала); 

01,0
5

05,05
5 ===′

h

W
Р        (для пятого интервала). 

Полученные результаты сведем в таблицу: 
 

Интервал значений удоя (ц) 25 – 30  30 – 35  35 – 40  40 – 45  45 – 50 

Частоты вариант in  2 5 9 3 1 

Относительные частоты iW  0,1 0,25 0,45 0,15 0,05 

Плотность относительных частот iP′ 0,02 0,05 0,09 0,03 0,01 

  
Для построения гистограммы относительных частот частичные интервалы изобра-

жают на оси абсцисс, а значения плотностей относительных частот откладывают на оси 
ординат. 

 

 
3.31.3 Результаты и выводы: Научились наглядно представлять данные статисти-

ческого распределения. 
 

3.32 Практическое занятие № 32 (2 часа). 
Тема: «Выборочные числовые характеристики»                      

3.32.1 Задание для работы: 
1. Вычисление основных выборочных характеристик. 

3.32.2 Краткое описание проводимого занятия: 

х

iP ′

25

01,0

30 35 40 45 500

02,0
03,0
04,0
05,0
06,0
07,0
08,0
09,0



Из крупного стада коров произведена случайная выборка, получено 20 вариант удоя 
коров за 300  дней лактации (в ц): 35,9; 35,3; 42,7; 45,2; 25,9; 35,3; 33,4; 27,0; 35,9; 38,8; 
33,7; 38,6; 40,9; 35,5; 44,1; 37,4; 34,2; 30,8; 38,4; 31,3. Вычислить основные выборочные 
характеристики. 

Решение. Расчеты удобно проводить с помощью таблицы: 
 

№ опыта 
Результат об-
следования хi 

xxi −  
2)( xхi −  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 

35,9 
35,3 
42,7 
45,2 
25,9 
35,3 
33,4 
27,0 
35,9 
38,8 
33,7 
38,6 
40,9 
35,5 
44,1 
37,4 
34,2 
30,8 
38,4 
31,3 

– 0,1 
– 0,7 
6,7 
9,2 

– 10,1 
– 0,7 
– 2,6 
– 9,0 
– 0,1 
2,8 

– 2,3 
2,6 
4,9 

– 0,5 
8,1 
1,4 

– 1,8 
– 5,2 
2,4 

– 4,7 

0,01 
0,49 

44,89 
84,64 

102,01 
0,40 
6,76 

81,00 
0,01 
7,84 
5,29 
6,76 

24,01 
0,25 

65,61 
1,96 
3,24 

27,04 
5,76 

22,09 

∑  720,3 0 490,15 

 

Просуммировав варианты iх , занесем сумму ∑ iх в нижнюю строку таблицы под 

соответствующим столбцом. Разделив эту сумму на 20, получим: 

0,36015,36 ≈=х . 

Теперь заполняем следующий столбец таблицы, в который записываем разность 

xхi − . Для контроля можно вычислить сумму всех таких разностей. Если разности вычис-

лены правильно, то их сумма равна нулю. 
Затем возводим эти разности в квадрат и заполняем последний столбец таблицы. 

Вычислив сумму ∑ =− 15,490)( 2xхi  и разделив ее на 191201 =−=−п . Получим значе-

ние дисперсии 

8,25
19

15,4902 ≈=s . 

Извлекая квадратный корень из величины 2s , находим: 
08,5≈s , 

затем ошибку средней: 

34,1
47,4

08,5

20

08,5
≈≈=

x
s . 

Вычисляем коэффициент вариации: 



%14%100
36

08,5
≈⋅=V . 

Поскольку %20%10 <<V , то изменчивость удоев за 300 дней следует считать сред-
ней.  

Таким образом, 36≈x , 8,252 ≈s , 08,5≈s , 34,1≈
x

s , %14≈V . 

3.32.3 Результаты и выводы: Научились вычислять выборочные характеристики. 
3.33 Практическое занятие № 33 (2 часа). 

Тема: «Корреляционный анализ»                      
3.33.1 Задание для работы: 

1. Построение корреляционной таблицы. 

2. Вычисление коэффициента корреляции. 

3.33.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Для 10 петушков леггорнов 15-дневного возраста были получены следующие данные 

о массе их тела X  (г) и массе гребня Y  (мг): 
 

iх  83 72 69 90 90 95 95 91 75 70 

iу  56 42 18 84 56 107 90 68 31 48 

 
Требуется: 
найти коэффициент корреляции и сделать вывод о тесноте и направлении линейной 

корреляционной связи между признаками; 
Решение. Сначала сделаем промежуточные вычисления, которые удобно распола-

гать в виде таблицы: 
 

№  
iх  iу  xхi −  

2)( xxi −  yyi −  
2)( yyi −  ))(( yyxx ii −−  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

83 
72 
69 
90 
90 
95 
95 
91 
75 
70 

56 
42 
18 
84 
56 

107 
90 
68 
31 
48 

0 
–11 
–14 

7 
7 

12 
12 
8 

– 8 
– 13 

0 
121 
196 
49 
49 

144 
144 
64 
64 

169 

– 4 
– 18 
– 42 
24 
– 4 
47 
30 
8 

– 29 
–12 

16 
324 

1764 
576 
16 

2209 
900 
64 

841 
144 

0 
198 
588 
168 
-28 
564 
360 
64 

232 
156 

∑  830 600 0 1000 0 6854 2302 

 
Вычисляем средние: 

83
10

830
==х ;  60

10

600
==у . 

 
Теперь заполняем последние пять столбцов таблицы. Суммируя элементы в соответ-

ствующих столбцах, находим: 
 

∑ =− 1000)( 2xхi , 

∑ =− 6854)( 2yyi , 

∑ =−− 2302))(( yyxx ii . 



 
Подставляя вычисленные значения в формулу (83), получаем: 
 

88,0
68541000

2302
≈

⋅
=r . 

 
Вывод: между массой тела X  и массой гребня Y  у 15-дневных петушков существу-

ет тесная положительная линейная корреляционная связь. 
 

3.33.3 Результаты и выводы: научились применять теорию корреляции в задачах 
сельского хозяйства. 

 
 
3.34 Практическое занятие № 34 (2 часа). 

Тема: «Построение линии регрессии»                      
3.34.1 Задание для работы: 

1. Составить уравнение прямой регрессии  Y  на  X . 

2. Построить линию регрессии. 

3.34.2 Краткое описание проводимого занятия: 
Для 10 петушков леггорнов 15-дневного возраста были получены следующие данные 

о массе их тела X  (г) и массе гребня Y  (мг): 
 

iх  83 72 69 90 90 95 95 91 75 70 

iу  56 42 18 84 56 107 90 68 31 48 

 
Требуется: 
составить уравнение прямой регрессии  Y  на  X . 
Решение. 1) Сначала сделаем промежуточные вычисления, которые удобно распола-

гать в виде таблицы: 
 

№  
iх  iу  xхi −  

2)( xxi −  yyi −  
2)( yyi −  ))(( yyxx ii −−  

1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 

83 
72 
69 
90 
90 
95 
95 
91 
75 
70 

56 
42 
18 
84 
56 

107 
90 
68 
31 
48 

0 
–11 
–14 

7 
7 

12 
12 
8 

– 8 
– 13 

0 
121 
196 
49 
49 

144 
144 
64 
64 

169 

– 4 
– 18 
– 42 
24 
– 4 
47 
30 
8 

– 29 
–12 

16 
324 

1764 
576 
16 

2209 
900 
64 

841 
144 

0 
198 
588 
168 
-28 
564 
360 
64 

232 
156 

∑  830 600 0 1000 0 6854 2302 

 
Вычисляем средние: 

83
10

830
==х ;  60

10

600
==у . 

Теперь заполняем последние пять столбцов таблицы. Суммируя элементы в соответ-
ствующих столбцах, находим: 



 

∑ =− 1000)( 2xхi , 

∑ =− 6854)( 2yyi , 

∑ =−− 2302))(( yyxx ii . 

Используя данные из таблицы, по формуле находим коэффициент регрессии XYb : 

3,2
1000

2302
≈=XYb . 

Подставляя теперь в формулу найденные значения 3,2,60,83 === XYbyx , имеем: 

)83(3,260 −=− xy . 

Последнее уравнение преобразуем к виду 
9,1303,2 −= xy . 

Отметим, что полученная математическая модель (уравнение прямой регрессии) об-
ладает прогнозирующими свойствами лишь при изменении х от 69 до 95. Так, например, 
можно с достаточной степенью достоверности считать, что при массе петушка 80 г масса 
его гребня составит: 

5356,1328032,2 ≈−⋅=у  мг. 

Таким образом, 88,0≈r , 9,1303,2 −= xy . Построение самостоятельно. 

3.34.3 Результаты и выводы: научились составлять уравнение линии регрессии. 

 
 
 
 

4. МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ  

ПО ПРОВЕДЕНИЮ СЕМИНАРСКИХ ЗАНЯТИЙ (не предусмотрено РУП) 

 


