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1. КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ 

1.1 Лекция № 1 (2 часа). 

Тема: «Элементы теории матриц» 

1.1.1 Вопросы лекции: 

1. Матрицы, их классификация 

2. Действия над матрицами 

3. Решение типовых задач 

1.1.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Матрицы, их классификация 

Матрицей называют таблицу, состоящую из n строк и m столбцов. Элементами 

матрицы могут быть числа или иные математические объекты. 

A=
















−

−

11

34

51

B= 








βα
βα

coscos

sinsin
C= 









2221

1211

cc

cc
 

Прямоугольная таблица, содержащая  т строки п столбцов действительных чисел 

называется числовой матрицей. 

Аm×n= 





















mnmjmm

inijii

n

n

aaaa

aaaa

aaaa

аааа

......

......

......

......

21

21

222221

111211

γ

γ

. 

Сокращенно  Аm×n= (aij). Далее будем рассматривать числовые матрицы.  

Числа аij, составляющие матрицу, называются ее элементами, где i=1,2,…m номер 

строки,    j=1,2,…n номер столбца. 

Матрицы обозначается заглавными буквами латинского алфавита А, В, С…, эле-

менты строчными буквами. 

Если число строк и столбцов одной матрицы равно числу строк и столбцов другой 

матрицы, то они называются одноразмерными матрицами. 

Матрица, у которой число строк равно числу столбцов, называется квадратной 

матрицей. Квадратную матрицу размером n×n называют матрицей n-ого порядка. 

А2×2= 








2221

1211

аа

аа
 - квадратная матрица 2-ого порядка   

 а11, а22 элементы главной диагонали 
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 а12, а21 элементы побочной диагонали 

А3×3=
















333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 квадратная матрица 3-его порядка  

   а11, а22, а33 элементы главной диагонали 

 а13, а22, а31 элементы побочной диагонали 

Квадратная матрица, все элементы которой, стоящие выше (ниже) главной диаго-

нали равны нулю, называется треугольной матрицей. 

Квадратная матрица, все элементы которой, кроме элементов главной диагонали 

равны нулю, называется диагональной матрицей. 

 

В=



















7000

0100

0040

0005

 

Диагональная матрица, все ненулевые элементы которой равны между собой, на-

зывается скалярной матрицей. 

Диагональная матрица, все ненулевые элементы которой равны 1, называется еди-

ничной матрицей. 

Е= 
















100

010

001

единичная матрица 3-его порядка 

Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой матрицей (0). 

Матрица, содержащая один столбец или одну строку, называется вектором (или 

вектор- столбец, или вектор-строка соответственно). 

А= ( )10753 ;   В=



















4

6

5

8

 

Матрица размера 1×1, состоящая из одного числа, отождествляется с этим числом, 

т. е.(5)1×1 есть 5. 
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Одноразмерные матрицы равны между собой, если равны все соответствующие 

элементы этих матриц. 

Квадратная матрица А-1 называется обратной по отношению к матрице А. тогда и 

только тогда, когда А*А-1=А-1*А=Е 

2. Действия над матрицами 

Одноразмерные матрицы можно складывать. 

Алгебраической суммой двух матрицAm×n=(aij) и Bm×n=(bij) называется матрица 

Cm×n=(cij)такая, что cij= aij+ bij (i=1,2..m, j=1,2…n) 

 

33333231

232221

131211

х
aaa

aaa

aaa

















±

33333231

232221

131211

х
bbb

bbb

bbb

















= 

= 
















±±±

±±±

±±±

333332323131

232322222121

131312121111

bababa

bababa

bababa

 

Пример: 

А=
















−

−

−

46540

72431

06512

     В=
















−−

−

−

47346

89005

26483

 

С=А+В= 
















−−

−

−−

81206

157434

212191

 

Операция сложения одноразмерных матриц обладает следующими свойствами: 

-коммутативность (переместительный закон)  А+В=В+А 

-ассоциативность (сочетательный закон) 

(А+В)+С=А+(В+С)=А+В+С 

- А+0=А 

Произведением матрицы  Am×n=(aij) на число k называется матрица  

Bm×n=(bij) такая, что bij= kaij( i=1,2..m, j=1,2…n ). Т.е. Произведением числа k на 

матрицу А называется матрица, определяемая равенством: 
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k•
















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

=
















333231

232221

131211

kakaka

kakaka

kakaka

 

Пример:   

А= 






 −

543

210
,  число k=2,     2А= 







 −

1086

420
 

Матрица (–А), все элементы которой получены путем умножения соответствую-

щих элементов матрицы А на (-1) называется матрицей противоположной А. 

 Умножение матрицы на число обладает следующими свойствами: 

- 1⋅А=А                                                                                          

- κ⋅(А+В)=κ⋅А+κ⋅В 

-(α+β)⋅А=α⋅А+β⋅А 

-(αβ)⋅А=α⋅(βА) 

- А+( - А)=0 

Операция умножения двух матриц вводится только для случая, когда число столб-

цов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 

Произведением матрицы Am×n=(aij) на матрицу Вn×p=(bjk) называется матрица 

Сm×p=(cik) такая, что cik=ai1⋅b1k+ai2⋅b2k+…+ain⋅bnk, где i=1,2..m, k=1,2,.. 

…p, т.е. элемент i-й строки и k-ого столбца матрицы произведения С равен сумме 

произведений элементов i-й строки матрицы А на соответствующие элементы k-ого 

столбца матрицы В. 

Иными словами: Произведение двух матриц А и В обозначается символом АВ и 

определяется равенством: 

 

AB = 















333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

• 















333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

= 
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=



























∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

===

===

===

3

3

1
32

3

1
31

3

1
3

3

3

1
22

3

1
21

3

1
2

3

3

1
12

3

1
11

3

1
1

j

j

jj

j

jj

j

j

j

j

jj

j

jj

j

j

j

j

jj

j

jj

j

j

bababa

bababa

bababa

 

Пример: А= 







− 701

213
  В=

















−

−

022

132

015

   С=А⋅В= 







− 01319

1109
 

с11=3⋅5+1⋅(-2)+2⋅(-2)=9 

с12=3⋅1+1⋅3+2⋅2=10 

с13=3⋅0+1⋅1+2⋅0=1 

с21=-1⋅5+0⋅(-2)+7⋅(-2)=-19 

с22=-1⋅1+0⋅3+7⋅2=13 

с23=-1⋅0+0⋅1+7⋅0=0 

Если матрицы А и В - квадратные одного размера, то произведения АВ и ВА всегда 

существуют.  

Умножение матриц обладает следующими свойствами: 

- АВ≠ВА, если данное равенство выполняется, то матрицы А и В называют пере-

становочными (обладают свойством коммутации); 

- А⋅(В⋅С)= (А⋅В)⋅С (ассоциативность); 

- А⋅(В+С)=АВ+АС (дистрибутивность умножения относительно сложения); 

- А⋅Е=А 

- α⋅(АВ)= (α⋅А)В. 

Матрица, полученная из данной заменой каждой ее строк столбцами с с сохранени-

ем нумерации, называется матрицей транспонированной к данной. Обозначается АТ 

(А′). 

 Пусть дана матрица Аn×m=



















nmnn

m

m

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22221

11211

, тогда 
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AТ
m×n=



















nmmm

n

n

aaa

aaa

aaa

...

............

...

...

21

22212

12111

 

 

3. Решение типовых задач 

Пример:  Вычислить матрицу: D=A⋅BT – 2E + C2 , 

 

если 







−

=






 −
=







 −
=

31

12

240

231

021

132
СВА  

Решение: 

1. Составим матрицу ВТ, поменяв строки и столбцы матрицы В местами с сохране-

нием нумерации ВТ=
















− 22

43

01

 

2. Найдем произведение матриц A⋅BT 

=
















−

⋅






 −
=⋅

22

43

01

021

132ТВА

 

 

( ) ( ) ( )
( ) 







 −−
=







⋅+⋅+⋅−⋅+⋅+⋅

⋅+⋅−+⋅−⋅+⋅−+⋅
=

87

109

204201203211

214302213312

 

 

3. Найдем произведение 2⋅Е= 







=







⋅

20

02

10

01
2  

4. Найдем матрицу С2= С⋅С 

( )
( ) 








−

=







⋅+⋅−−⋅+⋅−

⋅+⋅−⋅+⋅
=







−
⋅







−

=
85

53

33111321

31121122

31

12

31

122С  

5. Найдем матрицу D=A⋅BT – 2E + C2, подставив найденные матрицы 
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






 −−
=







+−−−

+−−+−−
=







−

+







−






 −−
=

142

58

828507

5010329

85

53

20

02

87

109
D  

Ответ: 






 −−
=

142

58
D  

Пример: А=
















−

−

122

212

221

. Найдём обратную матрицу для А с помощью элемен-

тарных преобразований. 

Для этого припишем к матрице А единичную матрицу и будем применять элемен-

тарные преобразования к обеим матрицам А и Е так, чтобы на месте матрицы А получить 

единичную матрицу. Тогда на месте единичной матрицы получится обратная матрица А-1. 

 

( )~3:

102

012

001

360

630

221

~

2

100

010

001

122

212

221

/ −
















−

−

−−

−−

↵

↵

−

















−

−=EA  

~

9/1122

03/13/2

03/23/1

900

210

201

~6;2

102

03/13/2

001

360

210

221

~
















−

−

−−

↵

−

←

















−

−

−−
 

1/

9/19/29/2

9/29/19/2

9/29/29/1

100

010

001

~

2

;

29/19/29/2

03/13/2

03/23/1

100

210

201

~ −=
















−

−

←

−

←
















−

−

−−

АЕ

 

Итак, нашли 
















−

−=−

122

212

221

9
11A  . 

 

1.2 Лекция № 2 (2 часа). 

Тема: «Элементы теории определителей» 

1.2.1 Вопросы лекции: 

1. Определители: определение, способы вычисления. 

2. Теорема Муавра - Лапласа. 



10 

 

3. Свойства определителей 

1.2.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Определители: определение, способы вычисления 

Каждой квадратной матрице А соответствует число - определитель данной матрицы 

∆  (det А). 

A=
2221

1211

2221

1211

aa

aa

aa

aa
=∆→








- определитель второго порядка. 

B=
















333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

=∆→

333231

232221

131211

bbb

bbb

bbb

- определитель третьего по-

рядка 

Для вычисления определителя второго порядка используют формулу: 

A=
2221

1211

aa

aa
= 21122211 aaaa •−•  

Пример: 

1) А=(а11) матрица 1-ого порядка  

∆1=| а11|= а11| 7|=7   | -3|=-3 

2) А= 








2221

1211

аа

аа
 матрица 2-ого порядка 

∆2= 21122211
2221

1211
аааа

аа

аа
⋅−⋅=  

( ) ( ) 156213237
33

27
−=+−=⋅−−−⋅=

−

−
 

Определителем третьего порядка называют число, обозначаемое символом 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

=∆  

и определяемое равенством 

∆ = 322311332112312213322113312312332211 aaaaaaaaaaaaaaaaaa −−−++     (2) 

Определитель 3-его порядка можно вычислить по правилу треугольника, схеме Сар-

рюса. 
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Чтобы запомнить, какие произведения в правой части равенства (2) берутся со зна-

ком «+», а какие со знаком«—», полезно использован следующее правило треугольников: 

 

                                  «+»                                         «-» 

Это правило позволяет легко записать формулу (2) и вычислить данный определи-

тель. 

А=
















333231

232221

131211

ааа

ааа

ааа

 матрица 3-его порядка 

Правило треугольника: 

∆3=

332112322311312213

322113312312332211

333231

232221

131211

ааааааааа

ааааааааа

ааа

ааа

ааа

−−−

−++=
 

Пример: 

( ) ( ) ( ) ( ) 33034355142031532445

451

343

205

−=⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅−−⋅⋅−+⋅⋅−+⋅⋅=

−

−

            2. Теорема Муавра – Лапласа 

Минором Мij элемента аij квадратной матрицы n-ого порядка называется опреде-

литель n-1 порядка, полученного путем вычеркивания из исходного определителя i-ой 

строки и  j-ого столбца.  

Пример: 

А= 
















907

654

123

    М13= 35
07

54
−=     М22= 20

97

13
=    М32= 14

64

13
=  

Алгебраическим дополнением Aijэлемента aij квадратной матрицы n-ого порядка 

называется его минор, взятый со знаком (-1)i+j. 

Aij=(-1)i+j⋅Mij. 
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Например, если элемент а12 находится на пересечении первой строки и второго 

столбца, то для него р=1+2=3 и его алгебраическим дополнением является 

A12=(— 1)3

3331

2321

aa

aa
= - ( 31233321 aaaa •−• ) 

Пример: А= 
















907

654

123

    А13=(-1)1+3⋅ 35
07

54
−=   А22=(-1)2+2⋅М22=1⋅20=20 

Теорема Лапласа: Определитель квадратной матрицы равен сумме произведений 

элементов любой строки (столбца) на их алгебраические дополнения. 

∆=аi1Ai1+ai2Ai2+…+ainAin=∑
=

n

i

isis Aa
1

. 

Например, разложение определителя третьего порядка по элементам первой строки 

записывается так: 

333231

232221

131211

aaa

aaa

aaa

=∆ = 131321121111 AaAaAa ++•+•  

Значение теоремы разложения состоит в том, что позволяет свести вычисление оп-

ределителей n-го порядка к вычислению определителей (n-1)-го порядка. 

Пример: Вычислить определитель:

2164

7295

4173

2152

−

−

−−

−

 

Решение:  

Для вычисления данного определителя воспользуемся теоремой Лапласа: Опреде-

литель квадратной матрицы равен сумме произведений элементов, какой-либо строки 

(столбца) на их алгебраические дополнения. Для более удобного вычисления выполним 

элементарные преобразования: умножим элементы 1-ой строки на 1, (-2), (-1), и прибавляя 

их соответственно к элементам 2-ой, 3-ей, 4-ой строк, добиваемся того, чтобы все элемен-

ты 3-его столбца (кроме а13) равнялись нулю и разложим определитель по элементам 3-его 

столбца: 
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( )

( ) ( ) ( )

930126120

311012612116232011

012

311

621

11

0012

3011

6021

2152

2164

7295

4173

2152

4

−=−−−−+=

=⋅−⋅−−⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−=

=

−

−

⋅−⋅=

−

−

−

=

−

−

−−

−

 

Для вычисления последнего определителя воспользовались правилом треугольни-

ка. 

Ответ: определитель матрицы равен  - 9. 

Пример: Вычислить определитель: 
212

010

321

 

Решение: Раскладывая определитель по элементам первой строки, получаем: 

212

010

321

=1(-1)2

21

01
+2(-1)3

22

00
+3(-1)4

12

10
=1 (1*2 - 0*1) - 2(0*2 - 0*2) + 

3(0*1 - 2*1)= - 4 

Ответ: ∆ =-4 

Пример: Вычислить определитель самостоятельно: 

0111

3210

2031

1021

 

Ответ: ∆ =-2 

3. Свойства определителей 

1. Определитель не изменяется, если его строки поменять местами с соответст-

вующими столбцами, 

2. При перестановке двух строк (или столбцов) определитель изменит знак на про-

тивоположный, сохраняя абсолютную величину. 

3. Определитель с двумя одинаковыми сроками (столбцами) равен нулю. 

4. Общий множитель всех элементов строки или столбца можно вынести за знак 

определителя;  
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5. Если все элементы какой-то строки или столбца равны 0, то и определитель ра-

вен 0. 

6. Если все элементы какой-то строки (столбца) пропорциональны элементам дру-

гой строки (столбца), то определитель равен 0. 

Теорема о существовании обратной матрицы: Квадратная матрица имеет обрат-

ную тогда и только тогда, кода ее определитель отличен от нуля. 

Матрица, у которой определитель отличен от нуля, называется невырожденной, в 

противном случае она вырождена. 

1.3 Лекция № 3 (2 часа). 

Тема: «Системы линейных уравнений» 

1.3.1 Вопросы лекции: 

1. Определения и основные понятия. 

2. Решение систем линейных уравнений методом Крамера. 

3. Метод обратной матрицы. 

4. Метод Гаусса. 

5. Ранг матрицы 

1.3.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Определения и основные понятия 

Структура вида 
















=+++++

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=+++++

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

=+++++

=+++++

mnmnjmjmm

ininjijii

nnjij

nnjij

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxaxaxa

bxaxахаха

......

......

......

......

2211

2211

22222121

11212111

, 

где аij , bi (i=1,2,…m) (j=1,2,…n) – произвольные числа: 

аij – коэффициенты при переменных хj; 

bi – свободные члены, 

 называется системой m линейных уравнений относительно n неизвестных. 

Решением системыm линейных уравнений относительно n неизвестных называет-

ся упорядоченный набор чисел (кортеж) (x1,x2,…xn) при подстановке которых каждое 

уравнение системы обращается в истинное числовое равенство. 

Решить систему - значит, найти множество всех ее решений. 
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Система может иметь: а) единственное решение; б) бесконечное множество реше-

ний; в) пустое множество решений. 

Система, имеющая хотя бы одно решение, называется совместной. 

Система, имеющая пустое множество решений, называется несовместной. 

Совместная система, имеющая единственное решение, называется определенной. 

Совместная система, имеющая бесконечное множество решений, называется неоп-

ределенной. 

Две системы называются равносильными, если они имеют одно и то же множест-

во решений. 

Рассмотрим элементарные преобразования, позволяющие получить систему, рав-

носильную данной: 

а) перестановка уравнений; 

б) вычеркивание из системы уравнения вида 0х1+0х2+…+0хn=0; 

в) умножение обеих частей, какого-то уравнения на одно и то же число, отличное 

от нуля; 

г) прибавление к обеим частям одного из уравнений соответствующих частей дру-

гого уравнения, умноженных на одно и тоже число. 

2. Решение систем линейных уравнений методом Крамера 

Для простоты рассмотрим систему из двух линейных уравнений: 

 

2221

1211
12212211

aa

aa
aaaa =− - это определитель матрицы коэффициентов A(det А) 

или его еще называют определителем системы и он составлен из коэффициентов при не-

известных. Обозначим его ∆ . 

2)
222

121
122221

ac

ac
acac =− - - определитель, который получается из det А, если в 

нем столбец коэффициентов при X1 (первый столбец) заменить на столбец свободных 

членов. Обозначим его 1x∆ . 





=+

=+

2222121

1212111

cxaxa

cxaxa
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3)
221

111
211112

ca

ca
acac =− -  определитель, который получится, если в det А стол-

бец коэффициентов при х2 заменить на столбец правых частей. Обозначим его 2x∆  

Можно доказать, что 
∆

∆
=

∆

∆
= 2

2
1

1 ,
x

xa
x

x  

Если мы возьмемсистему трех уравнений с тремя неизвестными, то формулы оста-

нутся те же: 

,, 2
2

1
1 ∆

∆
=

∆

∆
=

x
x

x
x

∆

∆
= 3

3

x
x  

Эти формулы широко известны и называются формулами Крамера. 

Формулы Крамера применяются для решения систем линейных уравнений, если 

определитель системы отличен от нуля (матрица коэффициентов является невырожден-

ной) 

Если же ∆ = 0, а хотя бы один из определителей ∆1 или  ∆2 или ∆3 не равен нулю, то 

система (1.2) решений не имеет. 

 Если же ∆ =0 и ∆1 =∆2 =∆3=0, то система имеет бесчисленное множество решений. 

Пример: Решить систему линейных уравнений по формулам Крамера: 









−=−+

=−+

−=−+

534

2

4638

321

321

321

xxx

xxx

xxx

 

Вычислим определитель ∆ системы: 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) 01892461224118313416

611413318

314

111

638

≠−=+++−−−=−⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−

−−⋅⋅+⋅−⋅+−⋅⋅=

−

−

−

=∆
 

Вычислим определители ∆1,  ∆2, ∆3: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) 141830121512114323516

612513)3(14

315

112

634

1

−=−+−−+=⋅−⋅−−−⋅⋅−−⋅⋅−

−−⋅⋅+−⋅−⋅+−⋅⋅−=

−−

−

−−

=∆
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 6124048301648314)1(58426

651414328

354

121

648

2

−=−−+++−=−⋅⋅−−−⋅−⋅−⋅⋅−

−−⋅−⋅+⋅−⋅−+−⋅⋅=

−−

−

−−

=∆

 

( ) ( ) ( ) ( )

516151642440

128531414114423518

514

211

438

3

−=−++−+−=

=⋅⋅−−⋅⋅−⋅⋅−−⋅⋅−+⋅⋅+−⋅⋅=

−

−

=∆

 

Таким образом,  

5
1

5
,6

1

6
,1

1

1 3
3

2
2

1
1 =

−
−
=

∆

∆
==

−
−
=

∆

∆
==

−
−
=

∆

∆
= xxx . 

Ответ: (1,6,5) 

3. Метод обратной матрицы 

Обозначим через матрицу А матрицу системы (*), составленную из коэффициентов 

при неизвестных, через Х – матрицу – столбец из неизвестных, через В – матрицу-столбец 

из свободных членов: 
















=
















=
















=

3

2

1

3

2

1

333231

232221

131211

,,

b

b

b

B

x

x

x

X

aaa

aaa

aaa

A
. 

Напомним, что матрица А-1 называется обратной для матрицы А, если А-1·А=А·А-1 

=Е, где Е – единичная матрица того же порядка, что и А, и матрица А называется невыро-

жденной, если ее определитель не равен нулю, т.е. 0≠=∆ A  

Каждая невырожденная матрица А имеет обратную, причем  
















⋅=−

332313

322212

312111
1 1

AAA

AAA

AAA

A
A , 

где А11, А12, …А33 – алгебраические дополнения элементов матрицы А. 
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Систему (*) можно записать в матричной форме: А·Х=В. 

Умножим слева на А-1 обе части этого равенства, получим:  

А-1·А·Х = А-1·В. 

 Так как А-1·А=Е, имеем Х= А-1·В – это решение системы в матричном виде. Сле-

довательно, матрица – решение Х находится как произведение А-1 и В. 

Пример: Решить систему методом обратной матрицы: 

 

Обозначим: 















=
















=

















−−

−

−

=

0

1

3

,,

527

111

432

3

2

1

В

х

х

х

ХА  

Тогда в матричной форме система имеет вид: А⋅Х=В. Чтобы решить матричное 

уравнение, составим матрицу обратную матрице А. 

Чтобы определить, имеет ли матрица А обратную нужно найти её определитель. Ес-

ли∆А,≠0, то матрица А имеет обратную матрицу А  

444152882110

527

111

432

−=−−−−+−=

−−

−

−

=А  

Так как определитель матрицы А |А|≠0, то матрица А имеет обратную матрицу А-1 

 Составим транспонированную матрицу: 

















−−

−−=

514

213

712
ТА  
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Найдем алгебраические дополнения для Аijпо формуле:  

Аij=(-l)i+j • М:/, где Мц – минор. Минором Мц называется определитель матрицы, получен-

ный путём вычёркивания i-строки и j-столбца.

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) 532
13

12
1

17214
23

72
1

972
21

71
1

642
14

12
1

382810
54

72
1

275
51

71
1

143
14

13
1

23815
54

23
1

725
51

21
1

6
33

5
32

4
31

5
23

4
22

3
21

4
13

3
12

2
11

=+=
−
⋅−=

−=+−−=
−−

⋅−=

−=−−=
−

⋅−=

=−−−=
−

⋅−=

−=−−=
−

⋅−=

−=+−−=
−−

⋅−=

−=−=
−

−
⋅−=

−=+−=
−

−−
⋅−=

−=−−=
−−

−
⋅−=

А

А

А

А

А

А

А

А

А

 

Из алгебраических дополнений транспонированной матрицы составим присоеди-

нённую матрицу 

















−−

−−

−−−

=

5179

6382

1237
~
А  

Находим обратную матрицу по формуле А
А

А
~11 ⋅=−  

















−−

−−

−−−

⋅−=−

5179

6382

1237

44

11А  

Можно проверить правильность составления обратной матрицы А 
-1 • А= Е: 

Теперь по формуле Х=А-1⋅В находим матрицу Х 
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( )

( )

( ) 10511739
44

1

10613832
44

1

10112337
44
1

0

1

3

5179

6382

1237

44

1

3

2

1

3

2

1

=⋅+⋅−⋅−⋅−=

=⋅+⋅−⋅−⋅−=

=⋅−⋅−⋅−⋅−=

⇒















⋅
















−−

−−

−−−

⋅−=
















х

х

х

х

х

х

 

Ответ: (1;1;1) 

4. Метод Гаусса 

Рассмотрим решение системы методом Гаусса на конкретном примере: 

 

Метод Гаусса заключается в том, что с помощью элементарных преобразований 

система приводится к равносильной системе ступенчатого вида, из которой последова-

тельно, начиная с последнего, находятся значения переменных. 

Составим расширенную матрицу из коэффициентов при переменных и свободных членов, 

поменяв первую и вторую строку, чтобы а11=1 

















−−

−

−

0527

3432

1111

 

Умножим элементы первой строки на -2 и прибавим к соответствующим элементам 

второй строки, умножим элементы первой строки на -7 и прибавим к соответствующим 

элементам третьей строки. В результате получим в первом столбце, во второй и третьей 

строке 0 

















−−

−

−

7290

1650

1111
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Умножим элементы второй строки на -9 а элементы третьей на 5 и полученные 

элементы второй строки прибавим к соответствующим элементам третьей строки, тогда 

получим: 
















−−

−

















−−

−−

−

















−−

−−

−

1100

1650

1111

444400

1650

1111

3510450

954450

1111

 

Запишем преобразованные уравнения: 









=

−=−

=−+

1

165

1

3

32

321

х

хх

ххх

 

Теперь можно найти значения переменных, подставляя последовательно значение 

х3 во второе уравнение, найдем х2, подставим значения  х2 и х3 в первое уравнение найдем 

х1 

1)11( 123 =⇒=⇒= ххх  

Ответ: {(1;1;1)} 

Пример: 









−=+−

=−+

=−+

42415

24312

853

21

321

321

xx

xxx

xxx

 

Исключим x1 из всех уравнений, кроме первого. Для этого мы должны прибавить 

ко второму уравнению первое, умноженное на (- 4), а к третьему прибавить первое, умно-

женное на 5. 









↵−=+−

↵=−+

−=−+

42415

24312

5)4(853

21

321

321

xx

xxx

уравнениеведущееxxx

 

Получим систему равносильную исходной. 

На втором шаге исключения мы не трогаем первое уравнение. Другие два уравне-

ния содержат два неизвестных х2 и х3 и к ним можно применить ту же процедуру исклю-

чения. Для этого к третьему уравнению прибавляем первое, умноженное на 3. 
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







↵−=−−

−=+−

=−+

2259

38173

853

32

31

321

xx

xx

xxx

 

Вновь получим систему равносильную исходной. 









−=

−=+−

=−+

6226

8173

853

3

31

321

x

xx

xxx

 

Далее наши действия очевидны. Из третьего уравнения х3 = -1, подставляя значе-

ния х3 во второе уравнение, получаем х2 = -3 и, наконец, из первого уравнения получаем 

х1= 2. 

Если в результате преобразований получим уравнение, в котором все коэффициен-

ты при неизвестных равны нулю, а свободный член отличен от нуля, то полученное урав-

нение, а, следовательно, и вся система несовместны, если же свободный член равен нулю, 

то система является неопределенной. 

Решите предложенные системы методами Крамера и Гаусса. 









=+−

−=++

=+−

12

2223

222

zyx

zyx

zyx









=++

=−+

=++

10233

32

432

zyx

zyx

zyx

 

Ответ: (2;-1;-3)Ответ: система несовместна. 

5. Ранг матрицы 

Для решения и исследования математических и прикладных задач важное значение 

имеет понятие ранга матриц. 

В матрице nmA ×  вычеркиванием каких-либо строк, столбцов можно вычленить 

подматрицу к-го порядка ( ),min( nmk ≤ ) 

Определители таких подматриц называют минорами к-го порядка. 

Рангом матрицы A называется наивысший порядок, отличных от нуля, миноров 

этой матрицы. Обозначение: rangA, r(A) 

Из определения следует что, r(A)≤min(m,n) 
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Пример: вычислить ранг матрицы  A=



















− 3012

1023

4031

 по определению. 

Решение: так как 3)4,3min()(43 =≤⇒ ArA x  

Проверим, равен ли r(A)=3,то есть вычислим все миноры 3-го порядка  

0

301

102

403
1
3 =

−−

=M 0

302

103

401
2
3 =

−

=M 0

312

123

431
3
3 =

−−

=M

0

012

023

031
4
3 =

−

=M  

Так как все миноры 3-го порядка равны 0, следовательно, r(A) 2≤  

Проверим, есть ли миноры 2-го порядка≠ 0 , например ⇒≠ 0
23

31

 

r(A) 2=  

Мы рассмотрели общий случай определения ранга матриц, а именно перебор всех 

миноров. Этот способ трудоемок. 

Для облегчения задачи используют преобразования, сокращающие нахождение 

ранга матрицы: 

1.Отбрасывание нулевой строки, столбца. 

2.Умножение всех элементов строки (столбца) матрицы на число 0≠  

3.Изменение порядка строки (столбца) 

4.Прибавление к каждому элементу одной строки (столбца) соответствующих эле-

ментов другой строки (столбца), умноженных на любое число. 

5.Транспонирование матрицы. 

Теорема. Ранг матрицы не изменяется при элементарных преобразованиях.  

С помощью элементарных преобразований можно матрицу привести к ступенчато-

му виду: 
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



















=

rknn

kn

kn

aa

aaa

aaaa

A

.........00

......................

......0

...

2222

111211

,    
krri

aij

≤=

≠

,,....1

0
 

Замечание: Ранг ступенчатой матрицы равен r, так как существует минор r-го по-

рядка 0≠ : 

0....

.........00

................

.....0

...

2211
222

11211

≠⋅= rr

rr

r

r

aaa

a

aa

aaa

 

 

Пример: найти ранг матрицы 










−

−

2

4

2

0

1

5

4

1

−

−

8

7

1

3

5

10

5

0

−

−









3

0

3

2

 с помощью элементарных преоб-

разований. 

Решение: так как а11=0 поменяем местами 1,2 строки, чтобы 011 ≠a , получим 










−

−

2

4

0

2

1

5

1

4

−

−

8

7

3

1

5

10

0

5

−

−









3

0

2

3

 

добьемся, чтобы ниже 11a  в 1 столбце все элементы равны  0 умножением 1строки 

на числа 2,1и прибавим соответственно к 3,4строкам, получим 

 










0

0

0

2

3

3

1

4

−

−

−

−

9

9

3

1

0

0

0

5










6

6

2

3

 

 

022 ≠a , добьемся, чтобы все элементы 2 столбца ниже а22 были равны 0, получим   
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








0

0

0

2

0

0

1

4

−

−

0

0

3

1

0

0

0

5










0

0

2

3

; 

 

отбросим нулевую строку, получим матрицу ступенчатого вида, она содержит ми-

нор 2-го порядка, например, 2)(0
10

42
=⇒≠

−

−
Ar  

Покажем, как решаются m систем линейных уравнений с n переменными. 

Пример: решить систему линейных уравнений и найти одно из базисных решений: 









=−−+

=++−−

=−−+

091095

3332

1232

4321

4321

4321

хххх

хххх

хххх

 

Составим расширенную матрицу и с помощью элементарных преобразований при-

ведем её к ступенчатому виду. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

r(A)=2, число переменных n=4, следовательно система имеет бесконечное множе-

ство решений. Определитель при переменных х1 и х2 01
10

21
≠= , следовательно их 

можно взять за основные. Остальные, неосновные переменные х3 и х4переносим в правые 

части уравнений: 





++=

++=+

55

1232

432

4321

ххх

хххх
 

















−−

−−

≈
















−−

−−

−−

≈
















−−

−−

−−

00000

51510

12321

51510

51510

12321

091095

33132

12321
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( )

( ) }{ RxRхххххх

ххх

хх

ххххх

хххххххх

∈∈++−−




++=

−−=

−−=+++−−−

=+++++−=+++−=

4343433

432

31

34343

43434321

;;;55;97

55

97

9712310210

1235521232

 

Тем самым нашли общее решение системы:  

( ) }{ RxRхххххх ∈∈++−− 4343433 ;;;55;97 . 

Чтобы найти базисное решение приравняем свободные переменные к нулю, т.е. х3=х4=0. 

Получим одно базисное решение (-9;5;0;0), т.к. взяли одну пару базисных переменных. 

 

1.4 Лекция № 4 (2 часа). 

Тема: «Вектора, их свойства, классификация, арифметические действия. Векторное 

пространство. Линейная зависимость векторов, базис. ПДСК» 

1.4.1 Вопросы лекции: 

1. Определения и основные понятия, линейные операции над векторами. 

2. Векторное пространство. Линейная зависимость векторов, базис пространства. 

3. ПДСК. 

1.4.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Определения и основные понятия, линейные операции над векторами 

Определение. Вектором называется направленный отрезок (упорядоченная пара 

точек).  

Обозначают: �������� (точка А - начало вектора, точка В - конец вектора) или одной бу-

квой - ��. 
Определение. Длиной вектора (модулем) называется расстояние между началом и 

концом вектора. Длина  вектора обозначается |�|������ или |��|����������. 
Определение. Нулевым вектором называется вектор, у которого начало и конец 

совпадают. Обозначают:  0�� . 
Определение.  Единичным вектором называется вектор, длина которого равна 

единице.  

Единичный вектор, имеющий одинаковое направление с данным вектором ��, назы-

вается ортом вектора а и обозначается обычно символом    ������� = 	|	|���������� 
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Определение. Векторы называются коллинеарными, если они расположены на од-

ной прямой или на параллельных прямых. Нулевой вектор считается коллинеарным лю-

бому вектору.  

Определение. Векторы называются равными, если они коллинеарны, имеют оди-

наковые длины и одинаковое направление.  

Определение. Линейными операциями над векторами называются сложение век-

торов и умножение вектора на число.  

Определение.  Суммой  ��+
��  двух неравных векторов  ��и 
��   называется векторс�  
который идет из начала вектора  ��  в конец вектора 
�� при условии, что вектор 
��   прило-

жен к концу вектора ��  (правило треугольника).  

 В случае неколлинеарных векторов  ��и 
��   можно вместо правила треугольника 

использовать правило параллелограмма: если векторы ��и 
��    отложены от общего начала 

и на них  построен параллелограмм, то сумма ��+
��   есть вектор, совпадающий с диагона-

лью этого параллелограмма, идущего из  общего начала ��и 
��. 
Определение. Разностью ��- 
��  двух векторов  ��и 
��   называется вектор  с� , который 

в сумме с вектором  
��   составляет вектор  ��.  Если два вектора  ��и 
��  отложены от  общего 

начала, то их разность есть вектор, исходящий из конца вектора  
��  («вычитаемого») к 

концу вектора  �� («уменьшаемого»). 

Определение. Два коллинеарных вектора равной длины, направленные в противо-

положные стороны, называются противоположными. Вектор, противоположный вектору  �� , обозначается - ��. 
Замечание.  

1. Разность векторов  ��и 
��   можно рассматривать как сумму векторов ��и (-
��):  ��- 
��  
= ��+ (-
��). 

2. Сложение многих векторов производится при помощи последовательного при-

менения правила треугольника (правило многоугольника).  

Определение. Произведением вектора  ��  на  действительное число �  называется 

вектор  
��, удовлетворяющий следующим условиям: 

а) |�� |=|�| |��|; 
б) вектор 
��  коллинеарен вектору  ��; 
в) векторы 
��   и �� сонаправлены, если  0<� (если же � =0, то 
��  = 0��). 
Произведение вектора �� на число �  обозначают ���. 
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Операции сложения векторов и умножения вектора на действительное число обла-

дают следующими свойствами:  

1) сложение векторов ассоциативно, т. е. для любых векторов  ��,
��  ,с� выполняются 

равенство: ��+( 
��  +с�) =(��+
��) +с� 
2) сложение векторов коммутативно, т. е. для любых  векторов ��и 
��   выполняется 

равенство: ��+ 
�� = 
�� +а��; 
3) прибавление нулевого вектора к любому вектору  ��  не меняет последнего: ��+0�� =а��; 
4) для любого вектора �� существует противоположный вектор - ��, такой что ��+(-а��) =0��; 
5) умножение вектора на действительное число ассоциативно, т. е. для любых чи-

сел � и �и любого  вектора ��   выполняется равенство: 

(��)�� = �(���); 
6) умножение вектора на число дистрибутивно по отношению к сложению чисел, т. 

е. для любых чисел  � и �и любого вектора ��  выполняется равенство: 

(� + �)�� = ���+(���); 
7) умножение вектора на число дистрибутивно по отношению к сложению векто-

ров, т. е. для любых  векторов  � и �	и любого числа �  выполняется равенство: �(��+ 
��) = �а�� + �
��; 
8)умножение вектора на единицу не меняет этого  вектора: 1∙ ��= �� 
Теорема (о коллинеарных векторах). Если ������ и ������ - два коллинеарных вектора, 

причем вектор ������  -  ненулевой, то существует единственное число х такое, что ������= х ������ 
Определение. Ортом ненулевого вектора  �� называется вектора����� , удовлетворяю-

щий равенству:  �� =|��| ∙ а����� 
Сформулированные свойства линейных операций позволяют преобразовать выра-

жения, составленные из векторов, по обычным правилам алгебры: можно раскрыть скоб-

ки, приводить подобные члены, переносить некоторые члены в другую часть равенства с 

противоположным знаком и т.д. 

Пример 1. По данным векторам �� и 
�� построить каждый из следующих векторов: 



 

а) ��+
��;     б) ��-
��;      
 

Решение. Пусть дан

указанные векторы либо по

 

 

Ответ: а) ��+
��=��������;
              в)
�� � �� =����
Пример 2. Доказать

а) �� + �� �
�� � �� )=�� �
б) �� -��(�� +
��� � �� ���
и выяснить, каков и

Решение. а) В левой

получим вектор в правой 

вектора, а и b, отложим их

получим:      

29 

;       в) 
��-��; 			г� � �� � 
�� 
ть даны два вектора, а и В, отложим их от обще

по правилу параллелограмма, либо по прави

�;			 б) �� � 
�� � ��������; �������;    г)  -��-
�� � ���������. 
казать равенства: ��� +
���; 

�� –
������ 
ков их геометрический смысл.   

 левой части равенства раскроем скобки, приве

авой части. Поясним это равенство геометрич

им их от общего начала и построим параллелог

 

т общего начала и построим 

 правилу треугольника. 

 

 приведем подобные члены, 

етрически. Пусть даны два 

лелограмм и его диагонали, 



 

По правилу построе

диагонали  параллелограмм��������� = 
��(
��-��) 

Тогда ��������=��������+���������
б) Аналогично объя

Равенства доказаны

Пример 3. Дано: |�
Решение. Пусть дан�� + 
�� и �� � 
�� диагонали  

вестна теорема: сумма ква

грамма. Поэтому:  

|�� + 
��|2 + |�� � 
��|2=  2

Отсюда 	|�� � 
��|2  =4

Ответ: 22. 

2. Векторное прост

ства 

Обобщением поняти

рядоченная совокупность 

где xi – i-я компонента в

мерными векторами удовл

ных чисел. 

Определение. Вект

вуют числа  �,  �, … ,  #, ср

что   �������� +  �������� + ⋯+
30 

остроения разности двух векторов  ��и 
�� , полу

грамма точкой пересечения делятся пополам, т

���  или 
�� (��+
�� ) =  �� + 

��  (
��-��) 
 объясняется второе равенство.  

азаны. ��| = 13, |
��| = 19 и |�� + 
��|= 24. Вычислить  

ть даны векторы �� + 
��, и на них построен пара

али  параллелограмма, |�� + 
��| и  |�� � 
��|длины

ма квадратов диагоналей равна сумме квадрат

=  2(|�� |2 +|
�� |2), и 242 +|��-
|2 = 2(132+192) 

 

=484, |�� � 
��|=22, (|�� � 
��|>0).  

пространство. Линейная зависимость векто

понятия вектора служит N-мерный вектор, кот

ость n действительных чисел, записываемых в 

нта вектора x. Необходимо знать, что линей

удовлетворяют 8 аксиомам, схожими с аксиом

. Векторы �������, �������, … , �#�����  называют линейно зави

, среди которых есть по крайней мере одно, н

+  #�#����� � 0��.               (***) 

, получим  ���������=
��-�� Так как 

лам, то       

н параллелограмм. Векторы 

лины его диагоналей.  Из-

адратов сторон параллело-

векторов, базис простран-

р, которым называется упо-

ых в виде x=( n21 ...x , x,x  ), 

линейные операции над n-

ксиомами для действитель-

 зависимыми, если сущест-

дно, не равное нулю, такое, 
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Это определение линейной зависимости векторов �������, �������, … , �#����� эквивалентно тако-

му: векторы �������, �������, … , �#����� линейно зависимы, если один из них можно представить в виде 

линейной комбинации остальных (или разложить по остальным).  

Векторы �������, �������, … , �#����� называются линейно зависимыми, если равенство  (***) воз-

можно в единственном случае, когда  � �  � � ⋯ �  # � 0.  

Понятие линейной зависимости играет большую роль в линейной алгебре. В век-

торной алгебре линейная зависимость имеет простой геометрический смысл.  

1) Любые два коллинеарных вектора линейно зависимы, и наоборот, два неколли-

неарных вектора линейно независимы. 

2) Три компланарных вектора линейно зависимы, и наоборот, три некомпланарных 

вектора линейно независимы. 

3) Каждые четыре вектора линейно зависимы. 

Определение. Векторным базисом в данной  плоскости называется любая пара не-

коллинеарных векторов ������ и ������ этой плоскости.  

Два и более векторов в пространстве называются компланарными, если они па-

раллельны одной и той же плоскости или лежат в этой плоскости.  

Определение. Векторным базисом в пространстве называют любые три некомпла-

нарных вектора ������, ������, �%����. 
Вектор   ������ называют при этом первым базисным вектором, ������ � вторым, ������ - 

третьим. 

Замечание 1. Три вектора ������ � &���; ���; ��%',  ������ � &���; ���; ��%' и �%���� �&�%�; �%�; �%%' образуют базис пространства, если определитель, составленный из их коор-

динат, отличен от нуля:  

 

(��� ��� ��%��� ��� ��%�%� �%� �%%( ≠ 0. 

 

Теорема. Пусть ������, ������, �%���� - векторный базис в  пространстве. Тогда любой вектор �� 
в пространстве может быть представлен, и притом единственным образом, в виде  линей-

ной комбинации базисных векторов ������, ������, и		�%����: �� � +������ + ,������ + -�%����.                          (**) 

Определение.  Равенство (**) называют разложением вектора �� по базису ������, ������, �%����, 
а числа x, y, z – координатами вектора  �� в базисе. пишут Кратко пишут:  �� =(x; y; z) 
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Определение. Базис ������, ������, �%����  называется ортонормированным, если векторы  ������, ������, �%����   попарно  перпендикулярны и имеют единичную длину. В этом случае приняты 

обозначения ������ � .�, ������ � /�, �%���� � 0��. 
Действия над векторами, заданными своими координатами 

Теорема. Пусть на плоскости выбран векторный  базис ������, ������ и относительно него 

векторы �� и  
�� заданы  своими координатами:�� � �+�; ,�	�, 
�� � &+�; ,�'.  
Тогда �� + 
�� � &+� + ,�; 	+� + ,�' , �� � 
�� � &+� � ,�; 	+� � ,�',   т. е. при сложении 

или вычитании векторов складываются или вычитаются их одноименные координаты; � ∙ �� � &� ∙ +�; � ∙ ,�'т. е. при умножении вектора на число его координаты умно-

жаются на это число.  

Условие коллинеарности двух векторов 

Теорема. Вектор  
�� коллинеарен ненулевому вектору  ��  в том и только в том слу-

чае, когда координаты вектора  
��пропорциональны соответственным координатам  векто-

ра ��, т. е. 1213 � 4243. 
Линейные операции над векторами, заданными своими координатами в простран-

стве, производятся аналогично. 

3. ПДСК 

На практике Вы встречаетесь с величинами двух типов: для задания одних доста-

точно числа, например, температура C°=36,6, для задания других требуется указать и на-

правление - например: сила или скорость. Величины первого типа называются скаляр-

ными, а второго - векторными. 

Под вектором будем понимать направленный отрезок, который обозначим а. 

Свободный вектор a (т.е. такой вектор, кото-

рый без изменения длины и направления, может 

быть перенесен в любую точку пространства), за-

данный в координатном пространстве Охуz, может 

быть представлен в виде: 

 

,kajaiaa zyx

rrrr
++= , 
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где xa , ya , za - проекции вектораа на соответствующие оси координат (их на-

зываю координатами вектора а), i
r

j
r

k
r

, орты этих осей (единичные векторы, направление 

каждого из которых совпадает с положительным направлением соответствующей оси). 

Такое представление вектора а, называется разложением по ортам. 

Длина (модуль) вектора а  обозначается a
r

и определяется по формуле: 

222
zyx aaaa ++=

r
 

Направление вектора а определяется углами ,,, γβα  образованными им с осями 

координат .zOOyOx Косинусы этих углов (направляющие косинусы вектора) опре-

деляются по формулам: 

222
cos

zyx

x

aaa

a

++
=α

a

a y

r=βcos
a

az
r=γcos  

Направляющие косинусы вектора связаны соотношением: 

cos2а + cos2 β  + cos2γ = 1 

Найдем   координаты  вектора,   соединяющего  точки  А(1;2;3)   и М(3;4;3). Иско-

мый вектор можно записать так: 

a
r

 = (3-1) i
r

 + (4 - 2) ,j
r

 + (3 - 3) ,k
r

  = MA
r

 

Если векторы a
r

и b
r

заданы разложением по ортам, то их сумма и разность опре-

деляются по формулам: 

a
r

 + b
r

=(ах + bх) i
r

+(аy + by) j
r

+(аz + bz) ,k
r

 

a
r

 - b
r

=(ах - bх) i
r

+(аy - by) j
r

+(аz - bz) ,k
r

 

Сумма любого числа векторов 

может быть найдена по правилу много-

угольника (смотри рис). 

Векторы, лежащие на одной пря-

мой или параллельных прямых, называ-

ют коллинеарными. 

Произведение вектора а на ска-

лярный множитель m, определяется формулой 
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,kmajmaimaam zyx

rrrr
++=  

Заметим, что векторы а и та параллельны (коллинеарны) и направлены в одну и 

тужесторону, если m>0, и в противоположные стороны, если m<0. 

Пример 1: Найти длину вектора а и его направляющие косинусы. 

kjia
rrrr

603020 −+=  

;70603020 222 =++=a
r

cosα = ;
7

2

70

20
= cos β = ;

7

3

70

30
= cosγ = ;

7

6

70

60
=−  

Вспомним теперь введенные раньше орты kji
rrr

,, . Так как они не компланарны, 

то образуют базис, который называется ортонормированным базисом или декартовой 

системой координат в пространстве. 

 

1.5 Лекция № 5 (2 часа). 

Тема: «Скалярное, векторное и смешанное произведения векторов, их свойства и 

вычисление, приложения» 

1.5.1 Вопросы лекции: 

1.Скалярное произведение, его свойства, вычисление. 

2. Векторное произведение, его свойства, вычисление. 

3. Смешанное произведение, его свойства, вычисление. 

4. Решение типовых задач. 

1.5.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Скалярное произведение, его свойства, вычисление 

Скалярным произведением двух векторов 

bиa
rr

 называется число, равное произведению 

длин этих векторов на косинус угла γ  между ними: 

γcos⋅⋅=⋅ baba
rrrr

 

и обозначается ( )ba
rr

, . 

Свойства скалярного произведения векторов: 

1. 
222

, aaилиaaa
rrrrr

==⋅ ; 
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2. baлибоbилиaеслиba
rrrrrr

⊥===⋅ ,0,0,0  (ортогональность двух 

ненулевых векторов) 

3. abba
rrrr
⋅=⋅  (переместительный закон) 

4. ( ) cabacba
rrrrrrr
⋅+⋅=+  (распределительный закон) 

5. ( ) ( ) ( )bambmabam
rrrrrr
⋅⋅=⋅=⋅   (сочетательный закон по отношению к 

скалярному множителю) 

Скалярные произведения ортов осей координат: 

01222 =⋅=⋅=⋅=== kjkijikji
rrrrrrrrr

 

Пусть векторы bиa
rr

 заданы своими координатами: 

kzjyixbkzjyixa
rrrrrrrr

222111 ++=++=  

Тогда скалярное произведение этих векторов определяется формулой: 

212121 zzyyxxba ++=⋅
rr

 

Используя скалярное произведение векторов, можно найти угол между ними: 

( )
( )( )222222

,
cos

zyxzyx

zzyyxx

bbbaaa

bababa

ba

ba

++++

++
=

⋅
= rr

rr

γ
 

Например, угол γ  между векторами (1,2,0) и (2,3,5) имеет косинус 

( ) ( ) 385

8

532021

503221
cos

222222 ⋅
=

++⋅++

⋅+⋅+⋅
=γ  

2. Векторное произведение, его свойства, вычисление   

Векторным произведением  вектора a
r

на b
v

 

называется третий вектор c
r

 (см. рисунок), опреде-

ляемый следующим образом: 

- модуль вектора c
r

 равен площади параллело-

грамма, построенного на векторах bиa
rr

           (

ϕsinbac
rrr
⋅= , где ϕ  - угол между векторами 

bиa
rr

); 
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- вектор c
r

 перпендикулярен векторам bиa
rr

; 

- векторы a
r

, b
v

, c
r

 образуют правую тройку. 

Векторное произведение a
r

на b
v

 обозначается [ ]baилиba
rrrr

,×  

Свойства векторного произведения: 

1. baab
rrrr
×−=× , т.е векторное произведение не обладает переместительным 

свойством; 

2. baлибоbилиaеслиba
rrrrrr

||,0,0,0 ===× (коллинеар-

ность нулевых векторов); 

3. ( ) ( ) ( )bambmabam
rrrrrr
×⋅=×=×   сочетательное свойство по отноше-

нию к скалярному множителю; 

4. ( ) cabacba
rrrrrrr
×+×=+×  распределительное свойство; 

Векторные произведения ортов kji
rrr

,, : 

jkiik

ijkkj

kijji

kkjjii

rrrrr

rrrrr

rrrrr

rrrrrr

=×−=×

=×−=×

=×−=×

=×=×=× 0

 

Векторное произведение векторов  

kzjyixbkzjyixa
rrrrrrrr
×+×+×=×+×+×= 222111

 

удобнее  всего находить по формуле: 

222

111

zyx

zyx

kji

ba

rrr

rr
=×

 

3. Смешанное произведение, его свойства, вычисление 

Смешанным произведением векторов a
r

, b
v

, c
r

 называется скалярное произве-

дение вектора ba
rr
×   на вектор c

r
.   
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Модуль смешанного произведения векторов a
r

, b
v

, c
r

  равен объему параллеле-

пипеда, построенного на этих векторах. 

Свойства смешанного произведения: 

1. Смешанное произведение трех векторов равно нулю, если: 

-   хотя бы один из перемножаемых векторов равен нулю; 

-   перемножаемые векторы коллинеарны; 

- a
r

, b
v

, c
r

  -  компланарны. 

2. Смешанное произведение не изменяется, если в нем поменять местами знаки 

векторного (х) и скалярного (•) умножения, т.е. ( ) ( )cbacba
rrrrrr
×⋅=⋅× . В силу этого 

свойства смешанное произведение векторов a
r

, b
v

, c
r

 условимся записывать в виде a
r

b
v

c
r

. 

3. Смешанное произведение не изменится, если переставлять перемножаемые век-

торы местами, следующим образом bacacbcba
rrrrrrrrr

== . 

4. При перестановке любых двух векторов смешанное произведение изменяет толь-

ко знак: cbabcacbaabccbacab
rrrrrrrrrrrrrrrrrr

−=−=−= ;; . 

Пусть векторы заданы их разложениями по ортам: 

kzjyixckzjyixbkzjyixa
rrrrrrrrrrrr

333222111 ++=++=++=
 

Тогда: 

333

222

111

zyx

zyx

zyx

cba =
rrr

 

Из свойств смешанного произведения трех векторов вытекает следующее: 

- необходимым и достаточным условием компланарности трех векторов служит усло-

вие 0=cba
rrr

 

- Объем 1V параллелепипеда, построенного на векторах a
r

, b
v

, c
r

 и объем 2V обра-

зованной ими треугольной пирамиды находятся по формулам: 

cbaVcbaV
rrrrrr

6

1
21 ==  
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4. Решение типовых задач 

Пример 1: Найти скалярное произведение векторов 

kjibkjia
rrrrrrrr

252743 +−=++=  

Решение: находим скалярное произведение этих векторов 

027)5(423 =⋅+−⋅+⋅=⋅ba
rr

. Так как  

baтоbaиba
rrrrrr

⊥≠≠=⋅ ,0,00  

Пример 2: Даны векторы: kjmibkjima
rrrrrrrr

7443 −+=++= . При ка-

ком значении m эти векторы перпендикулярны? 

Решение: находим скалярное произведение этих векторов 

.0,2834 =⊥−+=⋅ baкактакmmba
rrvr

 Следовательно, 7m-28=0 и  

m=4. 

Пример 3: Найти векторное произведение векторов 

kjibkjia
rrrrrrrr
++=++= 2532  

Решение: имеем: 

kjibaет

kji

kji

ba

rrrrr

rrr

rrr

rr

++−=×

⋅+⋅−⋅==×

37..

,
21

32

11

52

12

53

121

532

 

Пример 4: Вычислить площадь параллелограмма, построенного на векторах: 

kjibkjia
rrrrrrrr

623236 +−=−+=  

Решение: находим 

kjikji

kji

ba
rrrrrr

rrr

rr
214214

23

36

63

26

62

23

623

236 −−=
−

⋅+
−

⋅−
−

−
⋅=

−

−=×  

Так как модуль векторного произведения двух векторов равен площади построенно-

го на них параллелограмма, то: 

).(49214214 222 едквbaS =++=×=
rr
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1.6 Лекция № 6 (2 часа).  

Тема: «Алгебраические линии. Прямая на плоскости и в пространстве. Метрическая 

теория прямых» 

1.6.1 Вопросы лекции: 

1. Способы задания прямой на плоскости. 

2. Метрическая теория прямых на плоскости. 

3. Прямая в пространстве 

1.6.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Способы задания прямой на плоскости 

Если на плоскости произвольно введена декартова система координат, то всякое 

уравнение первой степени относительно текущих координат хи у 

Ах + Ву + С =0, 

где А и В одновременно не равны нулю, определя-

ют прямую в этой системе координат. 

1) ��+ � +�� + ��, � ,�� � 0 - уравнение 

прямой, проходящей через точку ���+�, ,�� перпен-

дикулярно нормальному вектору 5�� � &�, �';  
 

2) Ax+By+C=0 – общее уравнение прямой; 

 

3)  
16178 � 46479  – уравнение прямой, проходящей 

через точку ���+�, ,�� параллельно направляющему 

вектору �� � &:,;' {каноническое уравнение прямой);  

 

4) < + � +� + :=,, � ,� +;=;> 				= ∈ @ – параметрические 

уравнения прямой;  

 

5) 
1	 + 4A � 1 – уравнение прямой в отрезках, где a 

и b – величины направленных отрезков, отсекаемых на  

координатных осях Ох и Оу соответственно; 
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6) 
161213612 � 464243642 – уравнение прямой, проходящей че-

рез две данные точки ���+�, ,�� и ���+�, ,��; 
7) , � ,� � 0�+ � +�� – уравнение прямой, проходя-

щей через точку ���+�, ,��, k - угловой коэффициент прямой, 

равный тангенсу угла наклона прямой к положительному на-

правлению оси Ох;  

8) у = kx + b - уравнение прямой с угловым коэффициентом k; b - величина отрезка, 

отсекаемого прямой на оси Оу. 

2. Метрическая теория прямых на плоскости =CD � E #36#2�F#2#3E – тангенс острого угла между двумя прямыми  

, � 0�+ + 
� и , � 0�+ + 
�;  0� � 0� и 0� � � �#2 – условия параллельности и перпендикулярности двух 

мых, � 0�+ + 
� и , � 0�+ + 
�;  G � |H17FI47FJ|√H3FI3  – расстояние от точки ���+�, ,��до прямойАх + By + С = 0;  

+ � 12FL13�FL , , � 42FL43�FL ,   ≠ –1 - координаты точки М(х, у), делящей отрезок ���� в 

отношении  , ���+�, ,��, ���+�, ,��; + � 12F13� ,  , � 42F43�  – координаты середины отрезка ����, ���+�, ,��, ���+�, ,��. 
14) ����+ + ��, + ��� + ����+ + ��, + ��� � 0 – уравнение пучка прямых, про-

ходящих через точку пересечения прямых ��+ + ��, + �� � 0 и ��+ + ��, + �� � 0.  

Пусть на плоскости заданы точкаМ0(х0;у0) и прямая Ах + Ву+ С = 0. Под расстояни-

ем от точки М0  до прямой Ах + Ву+ С = 0принимается длина перпендикуляра, опущенно-

го из точки  М0на прямую. Данное расстояние можно определить по формуле: 

22

00

BA

CByAx
d

+

++
=  

3. Прямая в пространстве 

1) 
16178 � 46479 � M6M7N  – канонические уравне-

ния прямой, проходящей через точку ���+�; ,�; -�� 
параллельно направляющему вектору �� � &:;;; 5';  

 

2) 
161213612 � 464243642 � M6M2M36M2 – уравнение прямой, проходящей через две данные точки 

���+�; ,�; -�� и ���+�; ,�; -��;  



41 

 

 

3) уравнения O + � +� + :=,, � ,� +;=,- � -� + 5=; > = ∈ @ есть параметрические уравнения прямой в 

пространстве.  

 

4) Пусть даны две прямые, заданные канонически-

ми уравнениями  

P�: + � +�:� � , � ,�;� � - � -�5� , 
 

P�: + � +�:� � , � ,�;� � - � -�5� ; 
За угол φ между прямыми принимают угол между их направляющими векторами  ������� � &:�;;�; 5�', ������� � &:�;;�; 5�': 
 

cos D � �������� ∙ ����������|�������||�������| , 
или в координатной форме  

 

cos D � :�:� +;�;� + 5�5�U:�� +;�� + 5��U:�� +;�� + 5��. 
 

5) :�:� +;�;� + 5�5� � 0 - условие перпендикулярности двух прямых P� и  P�.  

 

6) 
8283 � 9293 � N2N3 - условие параллельности двух прямых P� и  P� в пространстве.  

 

7) Общие уравнения прямой в пространстве  

<��+ + ��, + ��- + �� � 0,��+ + ��, + ��- + �� � 0> 
где коэффициенты ��, ��, �� не пропорциональны коэффициентам ��, ��, ��. В дан-

ном случае прямая задана как линия пересечения плоскостей. 

1.7 Лекция № 7 (4 часа). 

Тема: «Плоскость. Способы задания. Метрическая теория плоскостей. Кривые 

второго порядка, их свойства и уравнения. Поверхности вращения» 
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1.7.1 Вопросы лекции: 

1. Способы задания плоскости в пространстве. 

2. Метрическая теория плоскостей 

3. Окружность. 

4. Эллипс. 

5.  Гипербола. 

6. Парабола. 

7. Поверхности вращения. 

1.7.2 Краткое содержание вопросов: 

1. Способы задания плоскости в про-

странстве. 

 

1) ��+ � +�� + ��, � ,�� + ��- � -�� � 0 

– уравнение плоскости, проходящей через точ-

ку ���+�; ,�; -�� перпендикулярно нормальному вектору 5�� = ={А;В;С).  

2) Ах + By + Cz + D = 0 – общее уравнение плоскости,  5�� = {А, В, С} - нормальный 

вектор этой плоскости.  

3) 
1	 + 4A + MV � 1 – уравнение плоскости в от-

резках, где а, b, с - величины направленных отрезков, 

отсекаемых плоскостью а на координатных осях Ох, 

Оу, Oz соответственно. 

2. Метрическая теория плоскостей 

 Пусть даны две плоскости ��: ��+ + ��, +��- + �� � 0,  5������={А,В,С},  ��:	��+ + ��, + ��- + �� � 0, 5������= {А; В; С}.  

В качестве угла φ между плоскостями �� и �� принимают угол между их нормальными век-

торами:  

cos D � �5������ ∙ 5�������|5������||5������|  
или в координатной форме  
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cos D � ���� + ���� + ����U��� + ��� + ���U��� + ��� + ��� 

 Условие перпендикулярности двух плоскостей �� и ��: �5������ ∙ 5������� � 0 или в коорди-

натной форме:  ���� + ���� + ���� � 0 

 Условие параллельности двух плоскостей �� и ��:  H2H3 � I2I3 � J2J3. 
 Уравнение плоскости, проходя-

щей через три данные точки  ���+�; ,�; -��, ���+�; ,�; -��, �%�+%; ,%; -%�: W������������� ∙ ���������������� ∙ ���%������������X � 0 или в 

координатной форме:  

 

( + � +� , � ,� - � -�+� � +� ,� � ,� -� � -�+% � +� ,% � ,� -% � -�( � 0. 

 

8) Если плоскость α задана общим уравнением Ах + By + Cz + D = 0, а  ���+�; ,�; -��  - некоторая точка пространства, то  

 

G � |�+� + �,� + �-� + �|√�� + �� + ��  

 

есть формула расстояния от точки  �� до плоскости α.  

 Совокупность всех плоскостей, проходящих через одну и ту же прямую, называет-

ся пучком плоскостей.  

Если ��+ + ��, + ��- + �� � 0 и ��+ + ��, + ��- + �� � 0 есть уравнения двух 

различных непараллельных плоскостей, пересечением которых служит некоторая прямая 

L, а числа α, β - любые не равные одновременно нулю, то  ����+ + ��, + ��- + ��� + ����+ + ��, + ��- + ��� � 0 

 есть уравнение плоскости, проходящей через прямую L. Более того, какова бы ни 

была проходящая через прямую L плоскость, она может быть определена из пучка плоско-

стей при определенных значениях α, β. 
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3. Окружность 

Кривые второго порядка - это линии на 

плоскости, координаты точек которых связаны 

уравнениями второй степени относительно х и 

ув декартовой системе координат. Рассмотрим 

следующие виды кривых второго порядка: окружность, эллипс, гипербола и парабола. 

Окружность - это совокупность точек на плоскости, равноудаленных от одной фик-

сированной точки (центра). Расстояние от точки, лежащей на окружности, до центра называется 

радиусом окружности. 

Каноническое        уравнение       окружности        имеет        вид: 

),(,)()( 00
22

0
2

0 yxMгдеRyyxx =−+− -центр окружности, R –

радиус. 

Пример: Построить линию, заданную уравнением 022 =−+− yyxx . 

Решение: Приведем к стандартному виду. Для этого выделим полный квадрат разности 

для х и для у. 

0
2

1

2

1

2

1
2

2

1

2

1

2

1
2

22
2

22
2 =







−






+−+






−






+− yyxx  

2

222222

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1
0

4

1

4

1

2

1

2

1









⇒

⇒






 −+






 −⇒=






 −+






 −⇒=−−






 −+






 − yxyxyx

 

Приведя уравнение кривой второго порядка к каноническому виду,видим, что наша 

кривая есть окружность с центром в точке 







2

1
;

2

1
   и 

2

1
=R . 

4. Эллипс 

Эллипсом называется геометрическое место точек, для которых сумма расстояний до 

двух фиксированных точек плоскости, называемых фокусами, есть постоянная величина, 

большая, чем расстояние между фокусами. 

Постоянную сумму расстояний 

произвольной точки эллипса до фокусов 
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примято обозначать через 2а. Фокусы эллипса обозначают буквами 21 FиF , расстояние ме-

жду ними - через 2с. По определению эллипса 2а >2с или а > с. 

Данная фигура обладает двумя осями симметрии и центром симметрии. 

Если фокусы ( 21 FиF ) расположенные на прямой, параллельной оси ОХ, то канони-

ческое уравнение эллипса имеет вид: 

1
)()(

2

2
0

2

2
0 =

−
+

−

b

yy

a

xx
. 

Здесь точка );( 00 yxA - центр эллипса, bиa - большая и малая полуоси эллипса. 

Фокусы эллипса 21 FиF расположены в точках, удаленных на расстоянии 
22 bac −=  от 

центра эллипса.  

Отношение 
a

c
 называется эксцентриситетом эллипса и обозначается ε . 

Пример: Определить вид кривой второго порядка 

( )
1

36
32

36
)1( 22

=
−

+
+ yx

 

Решение: 

1
)23(

)3(

6

)1(
2

2

2

2

=
−

+
+ yx

 

Наша линия есть эллипс с центром в точке А(-1,3), с большой полуосью а=6, малой 

полуосью 23=b . 

24,423183622 ≈=−=−= bac

 

Фокусы:  

324,324,41:

324,524,41:

2

1

==+−=

=−=−−=

yxF

yxF

 

5. Гипербола 

Гиперболой называется геометрическое место точек, для которых разность расстояний 

до двух фиксированных точек плоскости, называемых фокусами, есть постоянная величина; 

указанная разность берется по абсолютному значению и обозначается обычно через 2а. Фо-
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кусы гиперболы обозначают буквами 21 FиF  расстояние между ними - через 2с. По опреде-

лению гиперболы 2а <2с или а < с. 

Данная фигура также обладает двумя осями симметрии и центром. Если фокусы 

21 FиF расположены на оси Ох, то ее каноническое уравнение имеет вид: 

1
)()(

2

2
0

2

2
0 =

−
−

−

b

yy

a

xx
 

Здесь точка );( 00 yxA - центр гиперболы, bиa  - действительная и мнимая полуось. 

Прямые  x
a

b
y ±=  являются  асимптотами гиперболы. 

Пример:  Эксцентриситет гиперболы равен  2 . Составить простейшее уравнение 

гиперболы, проходящей через точку )2;3(M . 

Решение: Согласно     определению     эксцентри-

ситета, имеем 

22 2,2 acили
a

c
===ε .  

Но 
222 bac += , следовательно 

22222 ,2 baилиaba ==+ , т.е. гипербола 

равнобочная. 

Другое равенство получим из условия нахождения 

точки М на гиперболе, т.е.  

( ) ( )
1

23
,1

23
222

2

2

2

=−=−
ba

или
ba

. 

Поскольку 
22 ba = , получим 1..,1

23 2
22

==− aет
ba  

6. Парабола 

Параболой называется геометрическое место точек, для каждой из которых расстоя-

ние до некоторой фиксированной точки плоскости, называемой фокусом, равно расстоянию до 

некоторой фиксированной прямой, называемой директрисой. 

Фокус параболы обозначается буквой F, расстояние от фокуса до директрисы - буквой 

р. Число р называется параметром параболы. 
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Фигура обладает осью симметрии. Если директриса параболы перпендикулярна Ох 

(Ох - ось симметрии), то уравнение параболы имеет вид: 

)(2)( 0
2

0 xxpyy −=− , где р - расстояние от фокуса до директрисы, точка (х0; 

у0) - вершина параболы. 

Уравнение директрисы: 
20

p
xx −= . 

Фокус в точке 






 + 00 ;
2

y
p

xF . 

Если Оу - ось симметрии, то уравнение      параболы      имеет     вид: 

)(2)( 0
2

0 yypxx −=− . Уравнение дирек-

трисы: 
20

p
yy −= . Фокус в точке 







 +
2

; 00

p
yxF . 

Пример: Построить параболу у2=8х. Найти фокус и 

уравнение директрисы. 

Решение; Сравнивая данное уравнение с уравнени-

ем параболы видим, что ОХ -ось симметрии. Вершина пара-

болы находится в начале координат. 

2р=8 следовательно р=4, а значит фокус имеет координаты F(2; 0), уравнение директрисы 

-    у= - 2. 

7. Поверхности вращения 

Опишем важнейшие поверхности второго порядка. Составить себе общее пред-

ставление о большинстве поверхностей второго порядка можно, рассматривая поверхно-

сти вращения линий второго порядка вокруг их осей симметрии. 

Поверхность S называется поверхностью вращения с осью d, если она составлена 

из окружностей, которые имеют центры на прямой d и лежат в плоскостях, перпендику-

лярных этой прямой.  

В основе этого определения лежит следующее представление. Рассмотрим линию 

L, которая лежит в плоскости P, проходящая через ось вращения d (рис. 1), и будем вра-

щать ее вокруг этой оси. Каждая точка линии опишет окружность, а вся линия – поверх-

ность вращения.  
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Выберем начало декартовой прямоугольной 

системы координат О, е1, е2, е3 на оси вращения d, 

вектор е3 на оси вращения d, а вектор е1 поместим в 

плоскости Р. Таким образом, точка О и векторы е1 и 

е3 образуют на плоскости Р декартову систему коор-

динат. Допустим, что линия L, вращением которой 

получена поверхность, имеет в этой системе коорди-

нат уравнение φ (x, z)=0 

Рассмотрим точку M(x, y, z). Через нее прохо-

дит окружность, которая имеет центр на оси d и лежит в плоскости, перпендикулярной 

этой оси. Радиус окружности равен расстоянию от M до оси, т.е. 22
yx + . Точка M ле-

жит на поверхности вращения тогда и только тогда и только тогда, когда на указанной ок-

ружности имеется точка M, принадлежащая вращаемой линии L. 

Точка M1 (x1, y1, z1) лежит в плоскости Р, и потому y1=0. Кроме того, z1=z и |x1|=

22
yx + , так как M1 лежит на окружности, проходящей через М. Координаты точки М1 

удовлетворяют уравнению линии L: φ (x1, z1)=0. Подставляя в это уравнение x1 и z1, мы 

получаем следующее условие на координаты точки М, необходимое и достаточное для 

того чтобы М лежала на поверхности вращения S:  

φ (± 22
yx + , z)=0  (1) 

равенство должно быть выполнено хотя бы при одном из двух знаков перед кор-

нем. Это условие, которое может быть записано в эквивалентном виде:  

,0),(),( 2222 =+−+ zyxzyx ϕϕ    (2) 

И является уравнением поверхности вращения 

линии L вокруг оси d.  

Эллипсоид 

Рассмотрим поверхности, которые получаются 

при вращении эллипса вокруг его осей симметрии. На-

правив вектор e3 сначала вдоль малой оси эллипса, а за-

тем вдоль большой оси, мы получим уравнение эллипса 

в следующих видах:  

,1
2

2

2

2

=+
c

z

a

x
.1

2

2

2

2

=+
c

x

a

z
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(Здесь через с обозначена полуось эллипса). В силу формулы (1) уравнения 

соответствующих поверхностей вращения будут 

.1
2

2

2

22

=+
+

c

z

a

yx
   (3) 

И 

.1
2

33

2

3

=
+

+
c

yx

a

z
   (4) 

Поверхности (3) и (4) называются сжатым и вытянутым эллипсоидами вращения. 

Они изображены на рис.2 

Каждую точку М (x, y, z) на эллипсоиде вращения (3) сдвинем к плоскости Y (ко-

ординатной 

плоскости, проходящей через е1 и е3) так, чтобы расстояние от точки до этой плос-

кости уменьшилось в постоянном для всех точек отношения λ<1. После сдвига точка М 

совпадает с точкой М’ 

, координаты которой определяются равенствами x’=x, y’= λy, z’=z. Таким образом, все 

точки эллипсоида вращения (3) переходят в точки поверхности с уравнением 

.1
'''
2

2

2

2

2

2

=++
c

z

b

y

a

x
    (5) 

Где b=λa. Поверхность, которая в некоторой декарто-

вой прямоугольной системе координат имеет уравнение (5), 

назовем эллипсоидом (см. рис. 46 в). Если случайно окажется 

b=c, мы получим снова эллипсоид вращения, но уже вытяну-

тый. 

Эллипсоид, так же как и эллипсоид вращения, из кото-

рого он получен, представляет собой замкнутую ограничен-

ную поверхность. Из уравнения (5) видно, что начало коор-

динат – центр симметрии для эллипсоида, а координатные 

плоскости – его плоскости симметрии. 

Эллипсоид получается из эллипсоида вращения сжатием так же, как эллипс полу-

чается сжатием окружности. Сжатием сферы 2222 azyx =++  можно получить эллипсоид 

вращения (3). Для того, чтобы из сферы получить вытянутый эллипсоид, нужно сделать 

аналогичное преобразование, но с λ>1 – растяжение. 

В этом параграфе нам часто придется прибегать к сжатию, и мы не будем каждый 

раз описывать его подробно. 
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Конус второго порядка 

Рассмотрим на плоскости Р пару пересекающихся прямых, задаваемую в системе 

координат О, е1, е2 уравнением .02222 =− zcxa  

Рис. 3 

Поверхность (рис. 3), получаемая вращением этой линии вокруг оси аппликат, име-

ет уравнение   

.0)( 22222 =−+ zcyxa    (6) 

и носит название прямого кругового конуса. Сжатие к плоскости Y переводит пря-

мой круговой конус в поверхность с уравнением  

.0222222 =−+ zcybxa    (7) 

Поверхность, которая в некоторой декартовой прямоугольной системе координат 

имеет уравнение (7), называется конусом или, подробнее, конусом второго порядка. Конус 

состоит из прямых линий, проходящих через начало координат. Сечения конуса плоско-

стями с уравнениями z=a для различных α представляют собой эллипсы 

222222 αcybxa =+  

Однополостной гиперболоид 

Однополостной гиперболоид вращения – это поверхность вращения гиперболы  

.1
2

2

2

2

=−
c

z

a

x
 

вокруг той ее оси, которая ее не пересекает. По формуле (1) мы получаем уравне-

ние однополостного гиперболоида вращения  

.1
2

2

2

22

=−
+

c

z

a

yx
   (8) 

В результате сжатия этой поверхности мы получа-

ем поверхность с уравнением 

.1
2

2

2

2

2

2

=−+
c

z

b

y

a

x
   (9) 

Поверхность, которая в некоторой декартовой 

прямоугольной системе координат имеет уравнение (9), 

называется однополостным гиперболоидом 

(рис. 4). 
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Интересное свойство однополостного гиперболоида – наличие у него прямолиней-

ных образующих. Так называются прямые линии, всеми своими точками лежащие на по-

верхности. Через каждую точку однополостного гиперболоида проходят две прямолиней-

ные образующие, уравнения которых можно получить следующим образом. Перенесем 

член  

22 / by  в правую часть уравнения (9) и разложим обе части равенства на множите-

ли: 








 −






 +=






 −






 +
b

y

b

y

c

z

a

x

c

z

a

x
11 . 

Рассмотрим теперь прямую линию с уравнениями 

           







 +=






 +
b

y

c

z

a

x
1λµ        (10) 








 −=






 −
b

y

c

z

a

x
1µλ  

где λ и µ  - некоторые числа. Координаты каждой точки прямой удовлетворяют 

обоим уравнениям, а, следовательно, и их произведению – уравнению (9). Поэтому все 

точки прямых линий лежат на однополостном гиперболоиде. Такое же рассуждение мож-

но провести и для семейства прямых 

,1'' 






 −=






 +
b

y

c

z

a

x
µλ  

.1'' 






 +=






 −
b

y

b

z

a

x
λµ          (11) 

Подставляя координаты точки, лежащей на однополостном гиперболоиде, в одно 

из уравнений (10) и в одно из уравнений (11), мы найдем значения параметров µλ,  и 

µλ ′′, , которые соответствуют прямолинейным образующим, проходящим через эту точ-

ку. Естественно, что каждая пара параметров определена с точностью до общего множи-

теля. 

Если вместе с гиперболой мы будем вращать и ее асимптоты, то они опишут пря-

мой круговой конус, называемый асимптотическим конусом гиперболоида вращении. При 

сжатии гиперболоида вращения в общий однополостный гиперболоид прямой круговой 

конус сжимается в некоторый конус, который называется асимптотическим конусом од-

нополостного гиперболоида. 

Двуполостный гиперболоид 

Двуполостный гиперболоид вращения – это поверхность вращения гиперболы  
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вокруг той ее оси, которая ее пересекает. По формуле (1) мы получаем уравнение 

двуполостного гиперболоида вращения 

.1
2

2

22

2

2

=
+

−
а

ух

с
 

В результате сжатия этой поверхности получается поверхность с уравнением 

1.
2

2

2

2

2

2

2

=−−
b

у

а

х

с
 

Поверхность, которая в некоторой декартовой прямоугольной системе координат 

имеет уравнение вида (13), называется двуполостным гиперболоидом. Двум ветвям ги-

перболы соответствуют здесь две не связанные между собой части («полости») поверхно-

сти, в то время как при построении однополостного гиперболоида вращения каждая ветвь 

гиперболы описывает всю поверхность.  

Асимптотический конус для двуполостного гиперболоида определяется так же, как 

и для однополостного. 

 

Эллиптический параболоид 

 При вращении параболы pzх 22 =  вокруг ее оси симметрии мы получаем по-

верхность с уравнением 

,222 pzух =+  

называемую параболоидом вращения. Сжатие к плоскости у=0 переводит парабо-

лоид вращения в поверхность с уравнением  

х
у

а

х
2

b 2

2

2

2

=+  . 

1
2

2

2

2

2

=−
а

х
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Поверхность, которая имеет такое уравнение в некоторой декартовой прямоуголь-

ной системе координат, называется эллиптическим параболоидом. Внешний вид эллипти-

ческого параболоида ясен из способа его построения. Отметим, что сечения этой поверх-

ности плоскостями z=α  при α >0 представляют собой эллипсы  

,1
22 2

2

2

2

=+
b

у

а

х

αα
z=α , 

а сечения плоскостями, параллельными другим координатным плоскостям, напри-

мер плоскостями у=α , - параболы 

z
bа

х
2

2

2

2

2

=+
α

, у = α . 

Гиперболический параболоид 

По аналогии с уравнением (15) мы можем написать уравнение  

z
b

у

а

х
2

2

2

2

2

=−  

Поверхность, которая имеет в некоторой декартовой прямоугольной системе коор-

динат уравнение вида (16), назовем гиперболическим параболоидом. Исследуем внешний 

вид этой поверхности. Для этого рассмотрим сечение гиперболического параболоида 

плоскостью х=α  при произвольномα . В этой плоскости выберем декартову прямоуголь-

ную систему координат 0′ , 32 ,ее  с началом в точке 0′  (α , 0,0). Относительно этой систе-

мы линия пересечения имеет уравнение 









−×=−

2

2

2

2

2
2

a
z

b

у α
 

Эта линия – парабола, в чем легко убедиться, перенеся начало координат в точку 

0′  с координатами  ( 0′ , 22 2/ аα ) ( координаты относительно исходной системы коорди-

нат 0, 321 ,, еее  в пространстве равны ( 22 2/,0, аαα )).  

Точка n0 , очевидно, является вершиной параболы, ось параболы параллельна век-

тору 3e , а знак минус в левой части равенства (17) означает, что ветви параболы направ-

лены в сторону, противоположную направлению вектора 3e . Заметим, что после переноса 

начала координат в точку n0  величина α  не входит в уравнение параболы, n, следова-

тельно, все сечения гиперболического параболоида плоскостями х=α  представляют собой 

равные параболы. 
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Будем теперь менять величину α  и проследим за смещением вершины n0 , парабо-

лы в зависимости отα . Из приведенных выше координат точки n0  в системе 0, 321 ,, еее  

следует, что эта точка смещается по линии с уравнениями 

2

2

2a

x
z = , у=0 

В системе координат 0, 321 ,, еее . Эта линия- парабола в плоскости у=0. Вершина 

параболы находится в начале координат, ось симметрии совпадает с осью аппликат, а вет-

ви параболы направлены в ту же сторону, что и вектор  3е . 

Теперь мы можем построить гиперболический параболоид следующим образом: 

зададим две параболы и будем перемещать одну на них так, чтобы ее вершина скользила 

по другой, оси обеих парабол были параллельными, параболы лежали во взаимно перпен-

дикулярных плоскостях и ветви их были направлены в противоположные стороны. При 

таком перемещении подвижная парабола описывает гиперболический параболоид (рис. 5). 

Сечение гиперболического параболоида плоскостью z=α  представляет собой ги-

перболу, которая в этой плоскости имеет уравнение  

α2
2

2

2

2

=−
b

у

а

х
, 

В системе координат 321 ,,,0 еее•  с началом в точке •0 (0,0, α ).  Эта линия парабола 

в плоскости у=0.  Вершина параболы находится в начале координат, ось симметрии сов-

падает с осью аппликат, а ветви параболы направлены в ту же сторону, что и вектор 3е . 

Теперь мы можем построить гиперболический параболоид следующим образом: 

зададим две параболы и будем переме-

щать одну из них так, чтобы её вершина 

скользила по другой, оси обеих парабол 

были параллельны, параболы лежали во 

взаимно перпендикулярных плоскостях и 

ветви их были направлены в противопо-

ложные стороны. При таком перемещении 

подвижная парабола описывает гипербо-

лический параболоид (рис. 5). 
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Рис. 5 АОВ – неподвижная парабола, KLM, NOP и QRS – разные положения под-

вижной параболы. 

Сечение гиперболического параболоида плоскостью z=a представляет собой ги-

перболу, которая в этой плоскости имеет уравнение 

,2
2

2

2

2

α=−
b

у

а

х
 

в системе координат 21 ,,0 ее•  с началом в точке •0 (0,0, α ). Для больших положи-

тельных α  полуоси гиперболы аα2  и bα2  велики и уменьшаются с уменьшением α .  

 

2. МЕТОДИЧЕСКИЕ МАТЕРИАЛЫ 
ПО ПРОВЕДЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ 

 

2.1 Практическое занятие № 1 (2 часа). 

Тема: «Элементы теории матриц» 

2.1.1 Задание для работы: 

1. Матрицы, их классификация. 

2. Арифметические операции над матрицами. 

3.Транспонирование матриц. 

4. Вычисление определителей второго, третьего порядка. 

2.1.2 Краткое описание проводимого занятия: 

1. Матрицы, их классификация 

Квадратная матрица, все элементы которой, кроме элементов главной диагонали 

равны нулю, называется диагональной матрицей. 

В=
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Диагональная матрица, все ненулевые элементы которой равны между собой, на-

зывается скалярной матрицей. 

Диагональная матрица, все ненулевые элементы которой равны 1, называется еди-

ничной матрицей. 
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001
единичная матрица 3-его порядка 
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Матрица, все элементы которой равны нулю, называется нулевой матрицей (0). 

Матрица, содержащая один столбец или одну строку, называется вектором (или 

вектор- столбец, или вектор-строка соответственно). 

А= ( )10753 ;   В=



















4

6

5

8

 

Матрица размера 1×1, состоящая из одного числа, отождествляется с этим числом, 

т. е.(5)1×1 есть 5. 

Одноразмерные матрицы равны между собой, если равны все соответствующие 

элементы этих матриц. 

2. Арифметические операции над матрицами 

Пример. Найти сумму матриц А и В, если  

 

� � Y2 31 4 5 72 3_ , � � Y1 �32 1 4 03 �2_. 
 

Решение: 

� + � � Y2 + 1 3 � 31 + 2 4 + 1 5 + 4 7 + 02 + 3 3 � 2_ � Y3 03 5 9 75 1_. 
Ответ: Y3 03 5 9 75 1_ 

Пример. Вычислить матрицу 2А + 5В, если  

 � � Y1 2 32 1 1_ , � � Y0 1 11 2 3_. 

 

Решение: 2� + 5� � 2 ∙ Y1 2 32 1 1_ + 5 ∙ Y0 1 11 2 3_ � Y2 4 64 2 2_ + Y0 5 55 10 15_ � Y2 9 119 12 17_. 
Ответ: Y2 9 119 12 17_ 

Пример. Найти произведение АВ матрицы-строки � � �5 7 �2�на матрицу 

� � b 2 3 11 4 2�2 3 �1c. 
 



57 

 

Решение:    �5 7 �2� ∙ b 2 3 11 4 2�2 3 �1c � 

� W5 ∙ 2 + 7 ∙ 1 + ��2���2� + 5 ∙ 3 + 7 ∙ 4 + ��2� ∙ 3						5 ∙ 1 + 7 ∙ 2 + ��2���1�X� �21		37		21�. 
Ответ: матрица-строка размера (1 х 3) –(21 37 21).  

3. Транспонирование матриц 

Пример. Найти присоединенную матрицу для матрицы  

� � b3 1 �24 2 13 �1 5 c. 
Решение: 

Присоединенная матрица является транспортированной матрицей из алгебраиче-

ских дополнений данной матрицы.  

�∗ � b��� ��� �%���� ��� �%���% �%� �%%c. 
 

Для данной матрицы ��� � ��1��F� E 2 1�1 5E � 11; 
��� � ��1��F� E4 13 5E � �17;		��% � ��1��F% E4 23 �1E � �10; 
��� � ��1��F� E 1 �2�1 5 E � �3;			��� � ��1��F� E3 �23 5 E � 21; 

��% � ��1��F% E3 13 �1E � 6;		�%� � ��1�%F� E1 �22 1 E � 5; 
�%� � ��1�%F� E3 �24 1 E � �11;		�%% � ��1�%F% E3 14 2E � 2. 

 

Итак, присоединенная матрица �∗ равна  

�∗ � b 11 �3 5�17 21 �11�10 6 2 c. 

Ответ: �∗ � b 11 �3 5�17 21 �11�10 6 2 c 

4. Вычисление определителей второго, третьего порядка 

Вычислить определители:  

 

а) E2 31 4E � 2 ∙ 4 � 3 ∙ 1 � 5.   
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Ответ: 5.  

 

б) E sin � cos �� cos � sin �E � sin� � + cos� � � 1 

Ответ: 1.  

в) 

( 1 1 1�1 0 1�1 �1 0( � 1 ∙ E 0 1�1 0E � 1 ∙ E�1 1�1 0E + 1 ∙ E�1 0�1 �1E � 1 � 1 + 1 � 1 

2.1.3 Результаты и выводы:  

В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные понятия теории матриц и определителей; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в теории матриц и определителей; 

- выработали навыки по проведению арифметических операций над матрицами, по 

вычислению определителей. 

 

2.2 Практическое занятие № 2 (2 часа). 

Тема: «Элементы теории определителей» 

2.2.1 Задание для работы: 

1. Миноры и алгебраические дополнения. 

2. Вычисление определителей порядка выше третьего. 

3. Нахождение обратной матрицы. 

2.2.2 Краткое описание проводимого занятия: 

1. Миноры и алгебраические дополнения 

Найти миноры и алгебраические дополнения для элементов матрицы  

� � b3 1 �24 2 13 �1 5 c. 
Решение: 

Для данной матрицы ��� � ��1��F� E 2 1�1 5E � 11; 
��� � ��1��F� E4 13 5E � �17;						��% � ��1��F% E4 23 �1E � �10; 
��� � ��1��F� E 1 �2�1 5 E � �3;					��� � ��1��F� E3 �23 5 E � 21; 
��% � ��1��F% E3 13 �1E � 6;											�%� � ��1�%F� E1 �22 1 E � 5; 
�%� � ��1�%F� E3 �24 1 E � �11;								�%% � ��1�%F% E3 14 2E � 2. 
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2. Вычисление определителей порядка выше третьего 

Вычислить определители:  

а) g1 11 2 1 13 41 31 4 6 1010 20g 
Решение: 

Воспользуемся свойствами определителя. Из второй третьей, четвертой строки вы-

чтем первую строку, получим определитель и разложение его по элементам 1-го столбца:  

 

∆� g1 10 1 1 12 30 20 3 5 99 19g � 1 ∙ (1 2 32 5 93 9 19( � 1 ∙ E5 99 19E � 2 ∙ E2 93 19E + 3 ∙ E2 53 9E
� �95 � 81� � 2 ∙ �2 ∙ 19 � 3 ∙ 9� + 3 ∙ �2 ∙ 9 � 3 ∙ 5� � 14 � 2 ∙ 11 + 9 � 1 

Ответ: 1. 

 

б)g1 22 3 3 44 13 44 1 1 22 3g. 
Решение: 

Из второй строки определителя вычтем первую строку, умноженную на 2; из треть-

ей строки вычтем утроенную первую строку, из четвертой - вычтем первую строку, умно-

женную на 4. Получим нули в первом столбце. Тогда и разложим определитель по эле-

ментам первого столбца:  

 

g1 22 3 3 44 13 44 1 1 22 3g � g1 20 �1 3 4�2 �70 �20 �7 �8 �10�10 �13g � 1 ∙ ��1���1���1� (1 2 72 8 107 10 13( 
 

� �2 (1 2 71 4 57 10 13( � �4 (1 1 71 2 57 5 13( � �4 (1 1 70 1 �20 �2 �36( � 8 E1 �21 18E 
 � 8 ∙ �18 + 20� � 304. 
Ответ: 304. 

3. Нахождение обратной матрицы 

Найти матрицу �6�, обратную к матрице А 
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Из предыдущего примера.  

Решение: Так как �6� � �jklH ∙ �∗, то найдем  

det � � (3 1 �24 2 13 �1 5 ( � 3 ∙ E 2 1�1 5E � 1 ∙ E4 13 5E � 2 ∙ E4 23 �1E � 	3 ∙ 11 � 17 + 20 �
36. Тогда �6� � �%pb 11 �3 5�17 21 �11�10 6 2 c. 

2.2.3 Результаты и выводы:  

В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные понятия и свойства теории определителей; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в теории определителей; 

- выработали навыки по вычислению миноров и алгебраических дополнений эле-

ментов матрицы, нахождению матрицы, обратной к данной. 

 

2.3 Практическое занятие № 3, 4 (4 часа). 

Тема: «Системы линейных уравнений» 

2.3.1 Задание для работы: 

1. СЛУ, основные понятия. 

2. Метод Крамера. 

3. Метод обратной матрицы. 

4. Метод Гаусса 

5. СЛОУ 

2.3.2 Краткое описание проводимого занятия: 

1. СЛУ, основные понятия 

Пусть дана система n линейных алгебраических уравнений с n неизвестными вида  

q ���+� + ���+� +⋯+ ��N+N � 
�,���+� + ���+� +⋯+ ��N+N � 
�,.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.			.�N�+� + �N�+� +⋯+ �NN+N � 
N;> 
 

или в матричной форме, АХ = b, где � � r��� ������ ��� … ��N… ��N⋯ ⋯�N� �N� ⋯ ⋯… �NNs- матрица системы,  

t � u+�+�⋮+Nw - матрица-столбец неизвестных,  
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 � u
�
�⋮
Nw- матрица-столбец свободных членов данной системы.  

2. Метод Крамера 

Решить систему уравнений по правилу Крамера  

O +� � +� + +% � 5,2+� + +� + +% � 6,+� + +� + 2+% � 4.> 
Решение: 

Определитель системы 

∆� (1 �1 12 1 11 1 2( � (0 �1 03 1 22 1 3( � ��1��F� ∙ ��1� E3 22 3E � 5,	 
∆+� � (5 �1 16 1 14 1 2( � ��1� ∙ ��1��F� E11 29 3E � 15,		 

∆+� � (1 5 12 6 11 4 2( � 1 ∙ E6 14 2E � 5 E2 11 2E + 1 ∙ E2 61 4E � 8 � 15 + 2						 � �5; 
		∆+% � (1 �1 52 1 61 1 4( � 5. 

Тогда +� � ∆12∆ � �xx � 3;	+� � ∆13∆ � 6xx � �1;	+% � ∆1y∆ � Fxx � 1. 
Ответ: +� � 3;	+� � �1;	+% � 1 

3. Метод обратной матрицы 

Решить систему линейных алгебраических уравнений матричным способом.  

O +� � +� + +% � 5,2+� + +� + +% � 6,+� + +� + 2+% � 4.> 
Решение: 

� � b1 �1 12 1 11 1 2c- матрица системы уравнений,  

t � b+�+�+%c - матрица-столбец неизвестных,  


 � b564c - матрица-столбец свободных членов данной системы.  

Так как в первом примере вычислен определитель системы и он равенdet А = 5 ≠ 0, 

то матрица А имеет обратную матрицу �6�.  
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Вычислим �6� � �jkl H ∙ �∗, �∗ � b��� ��� �%���� ��� �%���% �%� �%%c. ��� � ��1��F� E1 11 2E � 1; 						��� � ��1��F� E2 11 2E � �3; 
��% � ��1��F% E2 21 1E � 1; 								��� � ��1��F� E�1 11 2E � +3; 
��� � ��1��F� E1 11 2E � 1;								��% � ��1��F% E1 �11 1 E � �2; 
�%� � ��1�%F� E�1 11 1E � �2; 	�%� � ��1�%F� E1 12 1E � 1; 

�%% � ��1�%F% E1 �12 1 E � 3. 
Получили присоединенную матрицу  

�∗ � b 1 3 �2�3 1 11 �2 3 c.Тогда �6� � �xb 1 3 �2�3 1 11 �2 3 cирешение системы  

найдем по формуле t � �6� ∙ 
,  

b+�+�+%c � 15b 1 3 �2�3 1 11 �2 3 cb564c � 15b 5 + 18 � 8�15 + 6 + 45 � 12 + 12c � 15b15�55 c � b 3�11 c. 
Отсюда:+� � 3, +� � �1, +% � 1. 

Ответ: +� � 3, +� � �1, +% � 1. 

4. Метод Гаусса 

Найти решение системы уравнений методом Гаусса.  

Данную систему мы приведем к виду:  

b1 �1 �10 4 90 0 �11 (
0311>c.С помощью элементарныхпреобразований приведем  

матрицу А к единичному виду.  

b1 �1 �10 4 90 0 �11 (
0311>c�

111 �3�~ b1 �1 �10 4 90 0 1 ( 03�1>c
�2� � 9�3�~�1� + �3�  

 

~b1 �1 00 4 00 0 1 (
�112�1>c

�{ �2�~ b1 �1 00 1 00 0 1 (
�13�1>c �1� + �2�~ b1 0 00 1 00 0 1 (

23�1>c. 

Следовательно, +� � 2, +� � 3, +% � �1.  

Проверка. Подставим эти значения неизвестных всистему примера 5.  

2 - 3 - (-1) = 0, 5 • 2 - 1 • 3 + 4 • (-1) = 10 – 7 = 30, 

1 • 2 + 2 • 3 + 3(-1) = 8-3 = 5.  
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Ответ: +� � 2, +� � 3, +% � �1. 

Пример. Методом Гаусса решить систему  

 

O +� + 6+� + 3+% � 21,4+� + 8+� + 3+% � 18,3+� + 5+� + 4+% � 33.> 
Решение: 

b1 6 34 8 13 5 4 (
211833>c

�2� � 4�1�~�3� � 3�1� b
1 6 30 �16 �110 �13 �5 ( 21�66�30>c

��2�~�16�3� 
~b1 6 30 16 110 208 80 (

2166480>c �3� � 13�2�~ b1 6 30 16 110 0 �63 (
2166�378>c. |��� � 3, |��|
� � 3, 5 � 3. 

Система совместна и определенна. Найдем ее решение.  

O+� + 6+� + 3+% � 21,					16+� + 11+% � 66,																				4+% � 378.> 						16+� + 6 ∙ 11 � 66, +� � 0;	+� + 18 � 21,	 
+� � 3, +% � 37863 � 6. 

Ответ: +� � 3, +� � 0, +% � 6. 
5. СЛОУ 

Исследовать систему b�1 21 �21 �2
�1 11 51 1 (

151>c. 

Решение: 

b�1 21 �21 �2
�1 11 51 1 (

151>c
�2� + �1�~�3� + �1� b

�1 20 00 0
�1 10 60 2 (

162>c
16 �2�~12 �3�

 

 

~b�1 20 00 0
�1 10 10 1 (

111>c �3� � �2�~ b�1 20 00 0
�1 10 10 0 (

110>c~ Y�1 20 0 �1 10 1 E11>_. 
 

r (A) = 2, r(А |b) =2, n = 4, r(А) = r(А |b) = 2 < 4. 

Ответ: система совместна и имеет бесконечное множество решений.  

Пример. Исследовать систему r2 �1 �23 �1 �1�3 2 				11 1 				1 g
�1113 >s. 
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Решение: 

r2 �1 �23 �1 �1�3 2 				11 1 				1 g
�1113 >s �1� ↔ �4�~ r	1 				1 				13 		�1 		�1�3 2 			12 �1 �2 g 311�1>s

�2� � 3�1�~�3� + 3�1��4� � 2�1� 
~r1 1 10 �4 �40 5 40 �3 �4 g

3�810�7>s
�14 �2�~�1 ∙ �4�r

1 1 10 1 10 5 40 3 4 g
32107 >s �3� � 5�2�~�4� � 3�2� 

~r1 1 				10 1 				10 0 �10 0 				1 g
3201>s

�4� + �3�~ r1 1 				10 1 				10 0 �10 0 				0 g
3201>s , |��� � 3, 

|��|
� � 4, |��� ≠ |��|
�. 
Ответ: система несовместна  

Пример. Исследовать систему b1 �1 �15 �1 41 2 3 (035>c. 

Решение: 

b1 �1 �15 �1 41 2 3 (035>c
�2� � 5�1�~�3� � �1� b1 �1 �10 4 90 3 4 (035>c 4�3�~  

~b1 �1 �10 4 90 12 16 ( 0320>c �3� � 3�2�~ b1 �1 �10 4 90 0 �11 (
0311>c. 

|��� � 3, |��|
� � 3, 5 � 3. 

Ответ: система совместна и имеет единственное решение.  

2.3.3 Результаты и выводы:  

В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные понятия и свойства теории СЛУ; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении СЛУ; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в исследовании СЛОУ; 

- выработали навыки по решению определенных СЛУ методами Крамера и мето-

дом обратной матрицы. 

- выработали навыки по решению неопределенных и определенных СЛУ методом 

Гаусса. 

 

2.4 Практическое занятие № 5 (2 часа). 

Тема: «Алгебраические структуры» 

2.4.1 Задание для работы: 



 

1. Бинарное отноше

2. Алгебраические с

3. Комплексные чис

2.4.2 Краткое описа

1. Бинарное отнош

Декартовым произ

Задача 1.  Если  

                                              

 Задача 2. Дать опре

что                             

 N- местным преди

     

 называется  функци

 Примеры.      

1.      Для целого чис

ный на множестве целых ч

2.      Для действител

кат,  определенный на мно

2. Алгебраические 

 

Определение. Два в

координаты  

�+�, +�, … , +
Среди n-мерных век

ния. Это вектор с нулевым

через 0:  

0 = (0, 0, ..., 0). 
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ношение, операция. 

ские системы. 

е числа и операции над ними. 

описание проводимого занятия: 

тношение, операция 

произведением    множеств    называ

 

 – количества элементов  конечных мн

                   

ь определение декартова произведения 

 

предикатом,  определенным на декартовом про

ункция   

го числа   положим  

- одноместный  пр

лых чисел. 

твительных чисел   отношение   

а множестве  

 

ские системы 

. Два вектора называются равными, если равны

+N� � �,�, ,�, … , ,N�⇔ +� � ,�, +� � ,�, …
х векторов есть вектор, нейтральный относите

евыми координатами. Его называют нулевым в

азывается множество 

 

ых множеств , то 

 и доказать, 

м произведении  

 

предикат,  определен-

  двуместный преди-

равны их соответствующие 

, +N � ,N. 
осительно операции сложе-

вым вектором и обозначают 
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Каждый вектор х имеет противоположный; его обозначают - х, причем  �+ � ��+�, �+�, … , �+N�. 
Введенные операции сложения векторов и умножение вектора на число обладают 

восемью свойствами:  

1) х + у = у + х;  

2) (x + y) + z = x + (y + z);  

3) х + 0 = 0;  

4) х + (-х) = 0;  

5)λ(µx) = (λµ)x;  

6) λ(х + у) = λх + λу;  

7) (λ + µ)x = λх + µx;  

8)  1 · x = x.  

Определение. Множество всех n-мерных векторов,для которых установлены опе-

рации сложения иумножения на число, называется n-мерным векторным(линейным) про-

странством @N.  

Определение. Система n-мерных векторов &+�, +�, … , +N'называется линейно зави-

симой, если найдутся числ �,  �, … ,  �, не равные одновременно нулю, такие, что   �+� +  �+� +⋯+  �+� � 0. 
В противном случае эта система называется линейно независимой.  

Определение. Пусть Q - произвольное множество n-мерных векторов 

ва@N. Система векторов � � &��, ��, … , ��'называется базисом в Q, если выполняются сле-

дующие условия:  

1)�# ∈ �, 0 � 1,2, … , �;  

2) система � � &��, ��, … , ��' линейно независима;  

3) для любого вектора + ∈ � найдутся числа  �,  �, … ,  �такие, что + � ∑  #�#�#�� . 

Определение. Формула + � ∑  #�#�#��  называется разложением вектора х по бази-

су� � ���, ��, … , ���.Коэффициенты  �,  �, … ,  �однозначно определяются вектором х и 

называются координатами этого вектора в базисе В.  

Справедливы следующие утверждения:  

1) Всякая система векторов � ∈ @Nимеет по меньшей мере один базис; при этом все 

базисы этой системы состоят из одинакового числа векторов, называемого рангом систе-

мы Q, и обозначаются r(Q).  

2) Ранг всего пространства @N равен n и называется размерностью этого простран-

ства; при этом в качестве базиса @N можно взять следующую систему:  
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�� � �1, 0, 0, … , 0�, �� � �0, 1, 0, … , 0�, �% � �0, 0, 1, 0, … , 0�, 
 …  �N � �0, 0, 0, … ,0, 1�. 
Этот базис принято называть каноническим.  

Зафиксируем произвольный базис	� � ���, ��, … , ��� впространстве @N. Тогда вся-

кому вектору х можно поставить во взаимно однозначное соответствие столбец его коор-

динат в этом базисе, т. е.  

+ � +��� + +��� +⋯+ +N�N � u+�+�⋮+Nw 

3. Комплексные числа и операции над ними 

Пример. Найти значение комплексного числа z и изобразить на комплексной плос-

кости - � 1 + 2� � �2 + .�������. 
Решение: 

Так как �2 + .������� � 2 � �,то - � 1 + 2� � �2 � �� � 1 + 2� � 2 + � � �1 + 3�. 
Ответ: - � �1 + 3�- комплексное число в алгебраической форме записи.  

Пример. Вычислить - � �1 + 2���2 + �� 
Решение: 

Комплексные числа перемножаются как двучлены, причем �� заменяется на – 

1.  - � �1 + 2���2 + �� � 2 + 4� + � + 2�� � 2 + 5� � 2 � 5�. 
Ответ: 5�.  
Пример. Разделить число -�2 + 3�на число-�1 + 4�.  
Решение: Найти частное 

M2M3 - это значит представить его в алгебраической форме. 

Для этого числитель и знаменатель дроби надо умножить на число, сопряженное знамена-

телю, т. е. на -�̅ � 1 + 4.�������� � 1 � 4� -�-� � 2 + 3�1 + 4� � �2 + 3���1 � 4���1 + 4���1 � 4�� � 2 + 3� � 8� � 12��1 + 16 � 14 � 5�17 � 1417 � 517 �. 
Ответ: 

M2M3 � �{��� x�� �- в алгебраической форме. 



 

Пример. Выполнит

гебраической форме:  

a) - � �2� � ���� +
Решение: 

Так как�� � �1, т�2�� + 1 + 1 � 3�3�� + 3 ∙27 + 27� � �29 + 22�. 
Ответ:- � �29 + 22
б)- � Y�6��F�_%. 

Решение: 

Представим сначала

��6����6����F����6�� � ��6��3�6�3 �
Тогда - � Y�6��F�_% �
Ответ: - � �.  
Пример. Какие мно

a) Re z = 2.  

Решение: 

Так как Re z = x, то

= 2 и задает прямую, парал

Ответ: Re z = 2 ⇔ 

б) 1 <Re z ≤ 2.  

Так какRe z = х, то 

< х ≤ 2. Получаем бесконеч

чая и правую прямую х=2. 

Ответ:1 < х ≤ 2.  

Пример. Вычислить

Решение.  

Так как -�̅ �2�3 + 2���1 � �� � 2�3 +
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олнить операции и представить результат в а

+ �1 � 3��%. 
, то - � �2� + ���� + �1 � 3��% � �2��� +∙ �3��� � �3��% � �4 + 4� + 1 + 1 � 9� �
22�.  

ачала дробь
�6��F� в алгебраической форме:  

� �6��F�3�F� � �6��6�� � 6��� � ��. 
_ � ����% � ��% � ��� ∙ � � �. 
е множества точек плоскости задаются условия

, то условие Re z = 2 эквивалентно уравнени

 параллельную мнимой оси Оу.  

⇔ х = 2. 

 х, то условие 1 <Re z ≤ 2 эквивалентно услови

сконечную вертикальную полосу между прямым

 х=2.  

ислить -�-�̅ и
M̅23M3, если -� � 3 + 2�, -� � 2 + 2�. 

3 + 2.�������� � 3 � 2�, -�̅ � 2 + 2.�������� � 2 � 2�,то-�� 2� � 3� � 2��� � 2�3 � � + 2� � 2�5 � �� �

т в ал-

2 ∙

ловиями:  

внению х 

словию 1 

рямыми х = 1 и х = 2, вклю-

 

-�̅ � �3 + 2���2 � 2�� �� � 10 � 2�; 



 

M̅23M3 � �%6���3�F�� �
6���Fx6��{ � � �{� ��{

Ответ: -�-�̅ � 10 �
Пример. Найти мод

а) -1; б) -2 + 2i; в) -

Решение: 

а) Изобразим число 

Следовательно, |-1| =

б) r = -2 + 2i.  

Решение: 

Здесь х = -2, у = 2, з

cos D
Следовательно, |�
Пример. Представи

a) -� � 1; б) -� � �
чение.  

Решение: 

а) Для числа-� �
тельных положительных 

иD� � arg -� � arg 1 � 0. Т-� � 1 � |��cosD�� 1
Изобразим -� � 1  

Очевидно,  |� � 1,
 

 б) Для числа-� � �,�
Геометрически:  

Для всех чисто мни

тельно, и D� � arg -� � arg
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� �6���F{�3���F�� � �6���6{���F�� � x6������F�� � �x6������6�����F����6�� �
�� �. 
� 2�, M̅23M3 � � �{ � ��{ �.  

и модули и главные значения аргументов следу

-2 - 2i.  

число -1 в полярной системе координат.  

1| =1 =r, arg (-1) = π.  

= 2, значит, | � U��2�� + 2� � 2√2. 
� +| � � 22√2 � �√22 ;		sinD � ,| � 22√2 �

�2 + 2�| � 2√2, arg��2 + 2�� � %�{ . 
ставить в тригонометрической форме следующ�; в) -% � �1 + �√3 ; г) -{ � �2, взяв для а

1 имеем +� � 1, ,� � 0 и |� � U+�� + ,��
ьных чисел argz = 0, следовательно, 

. Таким образом  

� + � sinD�� � ∙ �cos 0 + � sin 0�. 
  в виде вектора  D� � 0. 
�имеем +� � 0, 

� � 1, |� � 1. 
о мнимых чисел с положительной мнимой част

arg � � ��. 

� x6���6x�F���3�∙� �

 следующих чисел:  

� √22 . 
дующие числа:  

 для аргумента главное зна-

� � 1;для всех действи-

й частьюarg - � ��, следова-



 

Таким образом,  -�
в) Для числа -% � �

формулам (3)cos D � � ��
принадлежит второму квад

г) Для числа -{ � �
Для всех действитarg -{ � arg��2� � �.  

Таким образом,  -{ � �2 � +2�cos
Геометрически:  

2.4.3 Результаты и 

В результате провед

- освоили основные 

- усвоили основные

тем; 

- выработали навык

нометрической и показател

2.5 Практическое

Тема: «Вектора, их класс

ство. Линейная зависимо

2.5.1 Задание для р

1. Вектор, его харак

2. Проекция вектора

3. Арифметические 

4. Базис векторного 

5. Скалярное произв

6. Признаки коллин

2.5.2 Краткое описа

1. Вектор, его харак

Пример. Доказать р
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� � � � 1 ∙ Ycos �� + � sin ��_. �1 + �√3имеем+% � �1, ,% � √3, |% � U+%, sin D � √%� ,то для -% аргумент D% � arg -
у квадранту). Таким образом, -% � �1 + �√3 ��2 имеем+{ � �2, ,{ � 0, |{ � 2.  

ствительных отрицательных чисел arg = π,

�cos � + � sin ��. 

 

ты и выводы:  

роведенного занятия студенты: 

вные понятия и свойства теории множеств; 

овные алгоритмы, применяемые в исследовани

навыки операций с комплексными числами в а

азательной форме. 

ское занятие № 6, 7 (4 часа). 

классификация, арифметические действия. 

симость векторов, базис. ПДСК» 

 для работы: 

характеристики, классификация, изображение.

ектора на ось. Орт вектора. 

еские действия над векторами в векторной и коо

рного пространства, разложение вектора по бази

роизведение векторов, его свойства, приложени

ллинеарности и ортогональности векторов. 

описание проводимого занятия: 

 характеристики, классификация, изображен

зать равенства: 

U %� + ,%� � 2, а так как по 

-% � � � �% � ��% (точка -% 

� 2Ycos ��% + � sin ��% _. 
π,следовательно, иD{ �

овании алгебраических сис-

и в алгебраической, триго-

вия. Векторное простран-

ение. 

 и координатной форме. 

о базисным векторам. 

ожения. 

ражение 



 

а) �� + �� �
�� � �� )=�� �
б) �� -��(�� +
��� � �� ���
и выяснить, каков

смысл.   

Решение: а) В ле

раскроем скобки, приведем

чим вектор в правой части

геометрически. Пусть даны

ложим их от общего начал

грамм и его диагонали, пол

По правилу постро

торов  ��и 
,���� получим  �����
параллелограмма точкой п

то       ��������� = 
��(
��-��) 

Тогда ��������=��������+���������
б) Аналогично объя

Равенства доказаны

Пример.�������� и �����������������векторы  ��,������� ��������, �������� 
Решение: 

Из АВС получаем: 

Поэтому �������� + �% ��
Из АВК получаем:  

���������� � �� � �������� � ��
Умножим это равен�������� � 2�� � {% �� + {%�
Из ∆��� получаем:

��,  ���������� � �� � �������� � �� � �%
Ответ:�������� � �% ��� �
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��� +
���;  
�� –
������ 

каков их геометрический 

В левой части равенства 

иведем подобные члены, полу-

 части. Поясним это равенство 

ь даны два вектора, а и b, от-

 начала и построим параллело-

и, получим:      

остроения разности двух век-�������=
��-�� Так как диагонали  

кой пересечения делятся пополам, 

���  или 
�� (��+
�� ) =  �� + 

��  (
��-��) 
 объясняется второе равенство.  

азаны. ���� медианы треугольника АВС. Выразить � 
аем: �������� + �������� � ��������;  �������� � �%��������� � �%������;  �������� �� �% ��;  �������� � �% ��� � ���. 
аем:  �������� + ��������� � ��������;  �������� + ���������� � ��;  Y��������� �

�� � �% ��� � ���.  
равенство на 2, получим  �� � �% �� + {% ��; �������� � �%�� + {% ��. 
учаем: �������� + ��������� � ���������. Но ��������� � ����������, ��������� � �

�%�� � {%��;  ���������� � � �% �� � �% ��,             �������� � �
� ���, �������� � �% �� + {%��,  �������� � � {% �� � �%��. 

азить  через �� � ��������и �� �
�%�������� � �%��. 
����������_; 

��, поэтому �������� + �� СА������ �� {% �� � �% ��. 
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 2. Проекция вектора на ось. Орт вектора 

Пример.  Пусть даны векторы�� � �1; 2;�1�, 
�� � �3; 2; 1�, �� � �1; 0; 1� 
в некотором векторном базисе ������, ������, �%����. 
Найти координаты линейной комбинации 2�� + 3
�� � 4��. 
Решение: Введем обозначение для линейной комбинации G� � 2�� + 3
�� + ��4���. Коэффициенты линейной комбинации �� � 2, �� � 3, �% ��4. Запишем данное векторное равенство в координатной форме 

G� � �+, ,, -� � �+,-� : �
+,-� � 2b 12�1c + 3b321c + ��4�b101c. 

Очевидно, что каждая координата линейной комбинации векторов равна такой же 

линейной комбинации одноименных координат, т. е.  + � 2 ∙ 1 + 3 ∙ 3 + ��4� ∙ 1 � 7, , � 2 ∙ 2 + 3 ∙ 2 + ��4� ∙ 0 � 10, - � 2 ∙ ��1� + 3 ∙ 1 + ��4� ∙ 0 � �3. 
Координаты вектора G�базисе������, ������, �%����. будут: G� � �7; 10;�3�. 
Ответ: G� � �7; 10;�3�. 
Пример. Найти длину и направляющие косинусы вектора �� � 3�� � 5
�� + ��, если �� � 4.�+ 7/�+ 30��, 
�� � .�+ 2/�+ 0��, �� � 2.�� 3/�� 0��. 
Решение: Найдем разложение вектора �� по базису �.�, /�, 0���:  �� � 3W4.� + 7/�+ 30��X � 5W.�+ 2/�+ 0��X + W2.� � 3/�� 0��X � 9.�+ 8/�+ 30��. 
Найдем длину вектора ��: �� � √9� + 8� + 3� � √154. Тогда орт вектора �� – вектор ������� � �√�x{ .� + �√�x{ /�+ %√�x{0��. Известно, что координаты орта вектора есть его направляю-

щие косинусы. Следовательно,cos � � �√�x{, cos � � �√�x{, cos � � %√�x{ 

Ответ:�� � √154, cos � � �√�x{, cos � � �√�x{, cos � � %√�x{ 

3. Арифметические действия над векторами в векторной и координатной 

форме 

Пример. Заданы векторы�� � 2.�+ 3/�, 
�� � �3/�� 20��, �� � .�+ /�� 0��. Найти:  

а) координаты вектора�������;    б) координаты вектора�� � �� 
�� + ��; 
в) разложение вектора�� + 
�� � 2��по базису�.�, /�, 0���; г) пр�W�� � 
��X.  



 

Решение: 

а) Так как������� � |	U+� + ,� + -�: |��| � √4 + 0 + 9 �
б) Вычислим коордиG� � �� � �� 
�� + �� � �
в)�� + 
�� � 2�� � �2;

г) пр�W�� � 
��X;  �� � 
�пр�W�� � 
��X � 6. 

Ответ: а) ������� � � �√�%
�6 

Пример. По данным��+
��;     б) ��-
��;  в) 
��-��; 			г�
Решение: Пусть даны

указанные векторы либо по

Ответ: а) ��+
��=��������;			
4. Базис векторног

Пример. Показать, 

базис в множестве всех век0�� в базисе ������, ������, �%����и написа

Решение:  

∆� (1 01 11 1
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�|	��|��, то найдем сначала длину вектор

� √13. Тогда	������� � �√�% �2; 3; 0� � � �√�% ; %√�% ;
оординаты вектора �2; 3; 0� � �� �0;�3;�2� + �1; 1; �1� � �3; ��
� ; 3; 0� + �0;�3;�2� � 2�1; 1;�1� � �0;�2
�� � �2; 3; 0� � �0;�3;�2� � �2; 6; 2�; 

; %√�% ; 0�; б)�� � �� 
�� + ��=(3; ��� ; 0); в)�� + 
�� �
нным векторам �� и 
�� построить каждый из сл� � �� � 
�� 
ь даны два вектора, а и В, отложим их от обще

по правилу параллелограмма, либо по прави

 	 б) �� � 
�� � ��������;    в)
�� � �� =��������;    г)  -��-
�� �
орного пространства, разложение вектора по 

азать, что тройка векторов �������1,0,0�, �������1,1,
ех векторов пространства. Вычислить координа

аписать соответствующее разложение по базис

0 01 01 1( � 1 ≠ 0.		 b�20�1c � + b100c + ,b110c +

ектора��по формуле |��| �
; 0�. 
��� ; 0�. 
2; 0� � �2/�;		 

� 2�� � �2/�;  г) пр�W�� �
 из следующих векторов: а) 

 общего начала и построим 

 правилу треугольника. 

� ��������� 
ра по базисным векторам 

� ,0�, �%�����1,1,1�			образуют 

рдинаты вектора �� � �2.��
азису. 

c - b111c,	 
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 + � �2, , � 1, - � �1 

Ответ: �� � �2������ + ������ � �%����. 
Пример. Разложить вектор �� � �� + 
�� + �� по трем неколлинеарным векторам	�� ��� + 
�� � 2��,�� � �� � 
��,|� � 2
�� + 3��. 
Решение: 

а) Покажем, что векторы неколлинеарны. В этом случае тройки коэффициентов их 

линейных комбинаций должны быть линейно независимы, т.е. определитель, составлен-

ный из коэффициентов линейных комбинаций, должен быть не равен нулю: 

(1 1 �21 �1 00 2 3 ( � E�1 02 3E � E1 �22 3 E � �3 � 7 � �10 ≠ 0. 

(Определитель вычислен разложением по элементам первого столбца). 

б) Решим систему уравнений относительно ��, 
��, ��:  
��� 	+	
�� � 2�� 	� 	���� 	� 	
�� 											� 	 ��							2
�� + 3�� 	� 	 |� > 

Вычитая из первого уравнения второе, получим систему двух уравнений относи-

тельно 
��	и	��:  
�2
�� � 2�� � �� � ��2
�� + 3�� � |� > 

Вычтем из второго уравнения первое. 

Отсюда �� � ���6 �F¡�x , 
�� � % �6%���F�¡��� , �� � % �F����F�¡���  и 

�� � �� + 
�� + �� � { �Fp���Fp¡��� � �x �� + %x�� + %x |�. 
Ответ: �� � ��x ; %x ; %x�в базисе ��, ��, |�. 
 5. Скалярное произведение векторов, его свойства, приложения 

Пример. Дано: |�������| � 3, |�������| � 4, ��������, �������� � ��% . 

Вычислить: a) �������� � ������� ∙ �������; б) �3������� � 2�������� ∙ �������� + 2��������;в)  �������� + ���������. 

Решение: 

а)�������� � |�������|� � 9;  

б)�3������� � 2�������� ∙ �������� + 2�������� � 3	�������� � 2�������� ∙ �������� + 6�������� ∙ �������� � 4�������� � 3 ∙ 9 + 4 ∙ 3 ∙4 ∙ Y� ��_ � 4 ∙ 4� � 27 � 24 � 64 � �61 
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в)�������� + ��������� � �������� + 2�������� ∙ �������� + �������� � |�������|� + 2|�������||�������| cos ��% + 4�������� � 9 � 3 ∙4 + 16 � 13. 

Ответ: а) 9; б) –61; в) 13. 

Пример. Вычислить, какую работу производит сила ¢� � �3;�5; 2�,когда ее точка 

приложенияперемещается из начала в конец вектора £� � �2;�5;�7�.  
Решение: � � W¢� ∙ £�X � 3 ∙ 2 + ��5� ∙ ��5� + 2 ∙ ��7� � 6 + 25 � 14 � 17. 

Ответ: А =17. 

6. Признаки коллинеарности и ортогональности векторов 

Пример. Определить, при каких значениях  α,  β  коллинеарны векторы  �� � �2.�+ 3/�+ �0��и 
�� � �.�� 6/�+ 20��.  
Решение: Из условия коллинеарности двух векторов следуют равенства: 6�¤ � %6p � ¥�. Тогда 

6�¤ � %6p ; 	� � 4, %6p � ¥� ; 		� � �1	. 
Ответ:	� � 4, � � �1. 

Пример. Дано: |�������| � 3, |�������| � 5. Определить, при каком значении α векторы ������� + �������� и ������� � �������� будут перпендикулярны.  

Решение: ��⟘
�� ⇔ YW�� ∙ 
��X � 0_(условие отрогональности векторов).  

Следовательно �������� + ��������� ∙ �������� � ��������� � 0, �������� � ���������� � 0, |�������|� � ��|�������|� � 0;  �� � |	2������|3|	3������|3 � ��x , � � ± %x. 
Ответ: ± %x. 

Пример. Векторы �� и 
�� образуют угол D � ��% . Зная, что |��| � 1 и ¨
��¨ � 2, вычис-

лить:  

1) ©�� × 
��«�; 2)©W2�� + 
��X × W�� + 2
��X«�; 3)©W�� + 2
��X × W3�� � 
��X«�.  

Решение: 

1) По определению скалярного произведения имеем: 

©�� × 
��« ∙ ©�� × 
��« � ¨�� × 
��¨� cos 0° � ¨�� × 
��¨� � ­|��|¨
��¨ sin ��% ®� �� ­1 ∙ 2 ∙ √%� ®� � 3. 



76 

 

2) ©W2�� + 
��X × W�� + 2
��X«� � ©�2�� × ��� + W
�� × ��X + 4W�� × 
��X + +2W
�� × 
��X«� �
©2 ∙ 0 � ©�� × 
��« + 4W�� × 
��X + 2 ∙ 0«� � ¨3W�� + 
��X¨� � 					9¨©�� × 
��«¨� � 9 ∙ 3 � 27. 

3) ©W�� + 2
��X × W3�� � 
��X«� � ©��� × 3��� + 9W
�� × ��X � W�� × 
��X � 3W
�� × 
��X«� �
©�9W�� × 
��X � W�� × 
��X«� � ©10W�� × 
��X«� � 100¨©�� × 
��«¨� � 300.  

Ответ: 1) 3; 2) 27; 3)300. 

2.5.3 Результаты и выводы:  

В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные понятия и теоремы векторной алгебры; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении задач векторной алгебры; 

- выработали навыки операций с векторами в векторной и координатной форме. 

- освоили основные понятия и теорем, связанные векторным пространством; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении задач на нахождение ска-

лярного произведения, для установления коллинеарности и ортогональности векторов; 

- выработали навыки нахождения скалярного произведения, косинуса угла между 

векторами в координатной форме, по свойствам, по определению. 

2.6 Практическое занятие № 8, 9, 10 (6 часов). 

Тема: «Скалярное, векторное, смешанное произведение векторов, их свойства и вы-

числение, приложения» 

2.6.1 Задание для работы: 

1. Векторное произведение векторов, его вычисление, приложения. 

2. Признаки коллинеарности 

3. Решение комплексных геометрических задач на векторный метод. 

4. Смешанное произведение векторов, его вычисление, приложения. 

2.6.2 Краткое описание проводимого занятия: 

 1. Векторное произведение векторов, его вычисление, приложения 

Пример. Даны векторы �� � �3;�1;�2�и
�� � �1; 2;�1�. Найти координаты вектор-

ных произведений: ©�� × 
��«; 2) ©W2�� + 
��X × 
��«; 3) ©W2�� � 
��X × W2�� + 
��X«.  
Решение. 

1�.		�� × 
�� � g .� /� 0��3 �1 �21 2 �1g � .� E�1 �22 �1E � /� E�3 �21 �1E + 0�� E3 �11 2 E �� 5.�+ /�+ 70��,  
�� × 
�� � 5.�+ /�+ 70�� � &5; 1; 7'. 2�. ©W2�� + 
��X × 
��« � W2�� × 
��X + 
�� × 
�� � 2W�� × 
��X � 2&5; 1; 7' � &10; 2; 14'. 
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3�. ©W2�� � 
��X × W2�� + 
��X« � 4��� × ��� � 2W
�� × ��X + 2W�� × 
��X � W
�� × 
��X �4W�� × 
��X � 4�5; 1; 7� � �20; 4; 28�. Ответ: 1) (5;1;7); 2) (10;2;14); 3) (20;4;28). 

Пример. Сила �̄� � �2; 2; 9�приложена к точке А(4; 2; 3).Определить величину и 

направляющие косинусы момента этой силы относительно точки С(2; 4; 0).  

Решение: ���� � �������� × �̄�, поэтому найдем координаты �������� и ����: �������� � �2;�2;�3�, 
���� � g.� /� 0��2 �2 �33 3 9 g � .� E�2 �32 9 E � /� E�2 �32 9 E + 0�� E2 �22 2 E � �12.�� 24/�+ 80�� � 4��3.��
6/�+ 20���. Величина М –  это его модуль: ���� � 4U��3�� + ��6�� + 2� � 4√49 �28.Найдем орт вектора ����: ����� � � %� .� � p� /�+ �� 0��. Ответ: 28;cos � � � %� , cos � �
� p� , cos � � ��. 

 2. Признаки коллинеарности 

Пример. Проверить, что векторы�� � ��1; 3�	и 
�� � �2; 2� на плоскости не коллине-

арны, и разложить вектор �� � �7;�5� по базису ��и
��. 
Решение: Проверить для  векторов ��и
�� условие коллинеарности. Так как � �� ≠ %�, 

то векторы не коллинеарны.  Следовательно, они образуют базис на плоскости.  Пустьс� �+�� + ,
��. В координатной форме будет линейная система двух уравнений с двумя неиз-

вестными: 

<7 � + ∙ ��1� + , ∙ 2�5 � + ∙ 3 + , ∙ 2 > 
Решив ее, находим + � �3, , � 2. Итак,�� � �3�� + 2
��.Ответ: �� � �3�� + 2
��. 
 3. Решение комплексных геометрических задач на векторный метод 

Пример. Даны вершины треугольника А(1;–1; 2),В(5;–6;2) и С(1;3;–1). Вычислить 

длину его высоты, опущенной из вершины В на сторону АС.  

Решение: Находим ¨��������¨ и ¨�������� 	× ��������¨. �������� � &0; 40 � 3', �������� � �4;�5; 0�.   ¨��������¨ � U4� + ��3�� � √25 � 5; 

�������� 	× �������� � g.� /� 0��4 �5 00 4 �3g � .� E�5 05 �3E � /�E4 00 �3E + 0�� E�4 �50 4 E � 15.�+ 12/�+
160��. �������� 	× �������� � ¨15.�+ 12/�+ 160��¨ � √15� + 12� + 16� � √625 � 25. 

Тогда длина искомой высоты	ℎ � �xx � 5.  Ответ: 5. 
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Пример. Даны точки А(1; 2; 0), B(3; 0; –3), С(5; 2; 6). Вычислить площадь тре-

угольника ABC.  

Решение: Находим векторы��������и ��������:  �������� � �3 � 1�.� + �0 � 2�/�+ ��3 � 0�0�� � 2.�� 2/�� 30�� � &2; �2;�3'; �������� � �5 � 1�.�+ �2 � 2�/�+ �6 � 0�0�� � 4.�+ 60�� � &4; 0; 6'. 
�������� 	× �������� � g.� /� 0��2 �2 �34 0 6 g � .� E�2 �30 6 E � /�E2 �34 6 E + 0�� E�2 �24 0 E � �12.�� 24/�+

80��. £HIJ± � �� ¨�������� 	× ��������¨ � �� ∙ 4 ∙ ¨�3.�� 6/�+ 20��¨ � 2U��3�� + ��6�� + 2� �2√9 + 36 + 4 � 2 ∙ 7 � 14 (кв. ед.).  Ответ: 14.  

4. Смешанное произведение векторов, его вычисление, приложения 

Пример. Найти смешанное произведение векторов ��,
��,��, заданных своими коорди-

натами:  

1)�� � �1;�1; 1�, 
�� � �7; 3;�5�, �� � ��2; 2;�2�; 
2)�� � �3; 5; 1�, 
�� � �4; 0;�1�, �� � �2; 1; 1�;  
3) �� � �2; 1; 0�, 
�� � �3; 4;�1�, �� � ��1;�3; 1�;  
4) �� � �1; 2; 3�, 
�� � �5;�2; 1�, �� � �2; 1;�2�. 
 

Решение.  

��
���� � ( 1 �1 17 3 �5�2 2 �2( � 1 ∙ E3 �52 �2E + 1 ∙ E 7 �5�2 �2E + 1 ∙ E 7 3�2 2E � 

� 4 � 24 + 20 � 0. 

Пример. Доказать, что четыре точки А(1;2; -1), В(0; 1; 5), С (-1; 2; 1), D(2; 1; 3) ле-

жат в одной плоскости.   

 

Решение: 

Векторы��������, �������� и ��������имеют координаты:�������� � ��1;�1; 6�, �������� � ��2; 0; 2�,�������� � �1;�1; 4�. Если эти векторы компланарны, то их смешанное 

произведение равно нулю:  
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������������������������ � (�1 �1 6�2 0 21 �1 4( � ��1� ∙ E 0 2�1 4E + E�2 2�1 4E + 6 ∙ E�2 01 �1E � 2 � 6 +
12 ≠ 0. 

Значит, точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости.  

Ответ: точки А, В, С, D не лежат в одной плоскости.  

Пример. Вычислить объем пирамиды с вершинами в 

точках  О(0; 0; 0), А(5; 2; 0), B(2; 5; 0), С(1; 2; 4).  

Решение.  

Рассмотрим векторы �������� � 5.�+ 2/�, �������� � 2.�+ 5/�, �������� � .� + 2/�+ 40��. 
²пир � �p ¨W������������������������X¨ � �p g(5 2 02 5 01 2 4(g � �p ∙ 4 ∙ ³E5 22 5E³ � 14(куб. ед.).  

(При вычислении определителя мы пользовались разложением его по элементам 

третьего столбца).  

Ответ: 14. 

2.6.3 Результаты и выводы:  

В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные понятия и теоремы, связанные с векторным, скалярным произ-

ведением; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении задач на нахождение ска-

лярного и векторного произведения, для установления коллинеарности и ортогональности 

векторов; 

- выработали навыки нахождения скалярного и векторного произведения, косинуса 

и синуса угла между векторами в координатной форме, по свойствам, по определению, 

работы с приложениями векторного и скалярного произведения. 

2.7 Практическое занятие № 11, 12, 13 (6 часов). 

Тема: «Алгебраические линии. Прямая на плоскости и в пространстве. Метрическая 

теория прямых» 

2.7.1 Задание для работы: 

1. Параметрическое уравнение прямой, уравнение в отрезках. 

2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом. 

3. Параллельные, перпендикулярные прямые. 

4. Расстояние от точки до прямой, расстояние между параллельными прямыми. 

2.7.2 Краткое описание проводимого занятия: 
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1. Параметрическое уравнение прямой, уравнение в отрезках 

 

 < + � +� + :=,, � ,� +;=;> 				= ∈ @ – параметрические уравнения прямой;  

 

 
1	 + 4A � 1 – уравнение прямой в отрезках, где a и b – величины направленных от-

резков, отсекаемых на координатных осях Ох и Оу соответственно 

Пример. Определить точки пересечения 

прямой 2х - Зу - 12 = 0 с координатными осями и 

построить эту прямую на чертеже.  

Решение: Пусть х = 0, у = –4, (0; –4);  

y = 0, х = 6, (6; 0)  

Уравнение прямой в отрезках имеет вид:  x6 + y�4 � 1 

Ответ:(6; 0) и (0; –4).  

Пример. Преобразовать уравнение 3x � 4y + 12 � 0 к уравнению в отрезках. 

2. Уравнение прямой с угловым коэффициентом 

Пример. Дана прямая 5х + Зу–  3 = 0.  

Определить угловой коэффициент «k»   

прямой:  

а) параллельной данной прямой;  

б) перпендикулярной данной прямой.   

Решение:3, � �5+ + 3;  , � � x%+ + 1; 0� � � x%. 

а) Угловой коэффициент любой прямой, параллельной данной, равен0� � � x%; �0� � 0��; 
б) Угловой коэффициент любой прямой, перпендикулярной данной, �0� �%x , Y0� � � �#2_. 
Ответ: a) 0� � � x%; б) 0� � %x 

3. Параллельные, перпендикулярные прямые 

Пример. Написать уравнение прямой, проходящей через точку М пересечения пря-

мых 5х – у + 10 = 0 и 8x + 4у + 9 = 0 и параллельной прямой  
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х + Зу = 0.  

Решение: 

1-й способ.  

1) Найдем координаты точки М пересечения прямых5х – у + 10 = 0 и  

8x + 4у + 9 = 0:  

+ <> 5+ � , + 1 � 08+ + 4, + 9 � 0¶> ∙ 4 

28+ � �49; + � �4928 � �74 ; + � �74 , , � 54 ;� ·�74 ; 54¸. 
2) Прямаяx + Зу = 0 имеет нормальный вектор 5�� = (1; 3). Так как уравнение иско-

мой прямой имеет тот же нормальный вектор, то Y+ + �{_ ∙ 1 + Y, � x{_ ∙ 3 � 0, 4+ + 7 + 12, � 15 � 0, 4+ + 12, � 8 � 0, + + 3, � 2 � 0. 

Пример. Дана прямая 2x + Зу + 4 = 0. Составить уравнение прямой, проходящей 

через точку���2; 1�:  
а) параллельно данной прямой; б) перпендикулярно данной прямой. 

Решение: 

1-й способ.  

Нормальный вектор данной прямой - 5��= (2; 3).  

а) Поэтому уравнение прямой, проходящей через точку M��2; 1�, перпендикулярно 

вектору n�� = (2; 3) будет:  

(х - 2) • 2 + (у - 1) • 3 = 0, 2х + Зу - 7 = 0.  

б) Уравнение прямой, проходящей через данную точкуM��2; 1�; параллельно век-

тору n�� (перпендикулярно данной прямой), будет:  x � 22 � y � 13 ; 3x � 6 � 2y � 2; 3x � 2y � 4 � 0. 
2-й способ.  

Представим уравнение данной прямой, как уравнение с угловым коэффициентом, y � � �% x � {% ; 	k� � � �%. 

а) Тогда уравнение прямой, проходящей через данную точку M��2; 1� параллельно 

данной прямой, будет:y � y� � k ∙ �x � x�� или y � 1 � � �% �x � 2�; 3y � 3 � �2x + 4; 2x + 3y � 7 � 0. 
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б) Так как угловой коэффициент прямой, перпендикулярной данной, равен k� �� �»2, то уравнение искомой прямой будет: y � y� � � �»2 �x � x�� или y � 1 � %� �x �2,	2y�2�3x�6,	3x�2y�4�0. 

Ответ: а) 2x + 3y � 7 � 0; б)	3x � 2y � 4 � 0. 

4. Расстояние от точки до прямой, расстояние между параллельными прямы-

ми 

Пример. Написать уравнение прямой, проходящей через точку А(2; 4) и удаленной 

от начала координат на расстояние d = 2.  

Решение: 

Уравнение прямой, проходящей через точку А(2; 4), запишем в виде:  A�x � 2� + B�y � 4� � 0. Если В = 0, то имеем х = 2; если В ≠ 0,  

тоy � 4 � k�x � 2� � 0, где k � � ¾¿ , �kx + y + 2k � 4 � 0. По условиюd �
|¾À7F¿Á7FÂ|√¾3F¿3 ; 2 � |�»6{|√»3F� ; 	√k� + 1 � |k � 2|;	 �x� � 0, y� � 0�;	k� + 1 � k� � 4k + 4;	�4k + 3 � 0,	 k � %{ ; y � 4 � %{ �x � 2�; 3x � 4y + 10 � 0. 

Ответ:	3x � 4y + 10 � 0, x � 2. 

Пример. Определить угол φ между двумя прямыми: 

5х - у + 7 = 0, Зх + 2у = 0. 

Решение: За угол между прямыми возьмем угол между их нормальными вектора-

ми: 5��� = (5; -1), 5��� = (3; 2).  

Тогда cos D � �N2������∙N3�������|N2������|∙|N3������| � �x6�√�p√�% � �%√�√�%√�% � �√�;отсюда φ = 45°.  

Ответ: φ = 45°.  

2.7.3 Результаты и выводы:  

В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные методы задания прямой на плоскости, основные формулы мет-

рической теории прямых; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении задач на нахождение 

уравнений прямой на плоскости; 

- выработали навыки нахождения уравнений прямых и их компонентов. 

2.8 Практическое занятие № 14, 15, 16, 17 (8 часов). 

Тема: «Плоскость. Способы задания. Метрическая теория плоскостей. Кривые вто-

рого порядка, их свойства и уравнения. Поверхности вращения» 
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2.8.1 Задание для работы: 

1. Уравнение плоскости через точку и нормальный вектор. 

2. Уравнение плоскости через три точки. 

3. Расстояние от точки до плоскости.   

4. Окружность. 

5. Эллипс. 

6. Гипербола. 

7. Парабола 

8.  Поверхности вращения. 

2.8.2 Краткое описание проводимого занятия: 

1. Уравнение плоскости через 

точку и нормальный вектор 

Пример. Составить уравнение 

плоскости, которая проходит через 

точку M��2; 1;�1�и имеет нормальный 

вектор  n�� � �1;�2; 3�. 
Решение: 

Для вывода уравнения плоскости возьмем на этой плоскости точку М( х; у; z) с те-

кущими координатами.  

Получим вектор M�M���������� � �x � 2; y � 1; z + 1�. По условию WM�M����������⟘n��X⇔ WM�M���������� ∙ n��X �
0⇔ �x � 2� ∙ 1 + �y � 1� ∙ ��2� + �z + 1� ∙ 3 � 0. 

Ответ: х – 2у + 3z + 3 = 0.  

Пример. Даны две точки ���3;�1; 2�и���4;�2;�1�.Составить уравнение плоско-

сти, проходящей через ��перпендикулярно вектору ����������������.  
Решение: 

По условию вектор ���������������� является нормальным вектором искомой 

плоскости���������������� � 5�� � �1;�1;�3�.Уравнение плоскости, проходящей через точку �� 

перпендикулярно вектору 5�� � ����������������есть ��+ � +�� + ��, � ,�� + ��- � -�� � 0, или  1 ∙ �+ � 3� + ��1� ∙ �, + 1� + ��3� ∙ �- � 2� � 0, + � , � 3- + 2 � 0. 

Ответ: + � , � 3- + 2 � 0.  

2. Уравнение плоскости через три точки 
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Пример. Составить уравнение плоскости, проходящей через три точ-

ки���3;�1; 2�, ���4;�1;�1� и �%�2; 0; 2�.  
Решение  

Возьмем на плоскости точку с текущими координатами М(х; у; z), будем иметь 

векторы ������������� � �+ � 3; , + 1; - � 2�,  ���������������� � �1; 0; �3�, ���%������������ � ��1; 1; 0�. Эти векторы по условию компланарны. Сле-

довательно, равен нулю определитель, составленный из координат этих векторов:  

 

(+ � 3 , + 1 - � 21 0 �3�1 1 0 ( � 0, или Зх + Зу + z - 8 = 0.  

Ответ: Зх + Зу+ z - 8 = 0.  

3. Расстояние от точки до плоскости.   

Пример. Составить уравнение перпендикуляра, опущенного из точки ���2; 3; 1� на 

плоскость Зx + у + 2z - 11 = 0.  

Решение.  

Нормальный вектор 5�� = (3; 1; 2) данной плоскости будет по условию направляю-

щим вектором прямой, проходящей через точку ���2; 3; 1�.  
Ее уравнение  16�% � 46%� � M6�� .												Ответ:

16�% � 46%� � M6�� . 
Пример. Заданы плоскость 

Р: х + у - z + 1 = 0 и прямая		P:	 16�� � 4� � MF�� , причем P ∈ ¯.  

Требуется найти:  

а) угол между прямой и плоскостью;  

б) координаты точек пересечения прямой и плоскости.  

Решение: cos���, 5��� � cos Y�2 � D_ � sinD;	�� � �0; 2; 1�, 5�� � �1; 1;�1�, 
 sinD � �	��,N���|	��||N��| � �6�√x√% � �√�x , sinD � �√�x. 

б) Найдем точку пересечения прямой и плоскости.  16�� � 4� � MF�� � =, или параметрически+ � 1, , � 2=, - � = � 1. 



85 

 

Подставим параметрические уравнения прямой в уравнение плоскости, найдем 

значение t: 1 + 2t - t + 1 + 1 = 0; t = -3. Тогда координаты точки пересечения прямой и 

плоскости будут: х = 1, у = -6, z = -4.  

Ответ: a) sinD � �√�x, б)(1;-6;-4). 

Пример: 

Найти расстояние от точки  до плоскости  

Решение:  

Ответ:  

Пример: Найти расстояние между параллельными плоскостями  

. 

Решение: Используем формулу: 

 

 

            Ответ:  

4. Окружность 

Пример. Написать уравнение окружности радиуса R = 8 с центром в точке С(2; -5).  

Решение: 

Подставив значения координат точки С и значение радиуса в формулу (1), получим  �+ � 2�� + �, � ��5��� � 8�или �+ � 2�� + �, + 5�� � 8�.  

Ответ:�+ � 2�� + �, + 5�� � 8�. 

 

Пример. Доказать, что уравнение +� + ,� + 8+ � 4, � 5 � 0является уравнением 

окружности. Найти ее центр и радиус.  

Решение: 
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Преобразуем левую часть данного уравнения, выделив полные квадраты относи-

тельно х и у:  +� + 8+ + 16 � 16 + ,� � 4, + 4 � 4 � 5 � 0, или  �+ + 4�� + �, � 2�� � 5�. Это уравнение представляет собой уравнение окружно-

сти с центром С(-4; 2) и радиусом, равным 5.  

Ответ: С(-А; 2), R = 5. 

5. Эллипс 

Пример. Найти каноническое уравнение эллипса, зная его большую полуось а = 5 

и эксцентриситет е = 0,6.  

Решение: 

По условию� � V	 � 0,6. Следовательно, � � � ∙ 0,6 � 5 ∙ 0,6 � 3. Но тогда квадрат 

малой полуоси эллипса
� � �� � �� � 25 � 9 � 16. Таким образом, искомое канониче-

ское уравнение эллипса имеет вид:  +�25 + ,�16 � 1 

Ответ: 
13�x + 43�p � 1. 

 

Пример. Составить каноническое уравнение эллипса, проходящего через точку ���2;�3� и имеющегобольшую полуось а = 4.  

Решение: 

Каноническое уравнение эллипса при а = 4 имеет следующий вид:  

13�p + 43A3 � 1                      (**) 

Этому уравнению должны удовлетворять координаты точки ���2;�3�. Следова-

тельно, 
�3�p+ �6%�3A3 � 1. Найдя отсюда 
� � 12и подставив его в уравнение (**), получим 

искомое каноническое уравнение эллипса:  +�16 + ,�12 � 1. 
Ответ: 

13�p + 43�� � 1.  

 

6. Гипербола 

Пример. Написать каноническое уравнение гиперболы, проходящей через точку 

М(8√5;12), если фокальное расстояние гиперболы равно 20.  

Решение: 
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По условию 2с = 20, или с = 10. Запишем каноническое уравнение гиперболы:  +��� � ,�
� � 1. 
По условию точка М(8√5; 12) принадлежит гиперболе, следовательно,

%��	3 � �{{A3 � 1. 

Второе уравнение для определения ��и	
� даетсоотношение 
� � �� � �� � 100 ���.  

Решив систему уравнений � %��	3 � �{{A3 � 1,
� � 100 � �� >относительно 

��и	
��� > 0, 
 > 0�, найдем�� � 64, 
� � 36. Искомым уравнением будет урав-

нение	13p{ � 43%p � 1.  

Ответ:
13p{ � 43%p � 1.  

Пример. Доказать, что уравнение 21+� � 43,� � 903является уравнением гипер-

болы. Найти координаты фокусов.  

Решение: 

Разделив обе части уравнения на 903, получим: 
13{% � 43�� � 1 

Это уравнение гиперболы, для которой�� � 43, 
� � 21. Из соотношения�� ��� + 
� находим �� � 64 и с = 8 (с > 0). Следовательно, фокусы гиперболы находятся в 

точках¢��8; 0�	и	¢���8; 0�.  
Ответ:¢��8; 0�	и	¢���8; 0�.  
7. Парабола 

Пример. Дана парабола ,� � 6+. Составить уравнение ее директрисы и найти ее 

фокус.  

Решение: 

Сравнивая данное уравнение с каноническим уравнением параболы, видим, что 2р 

= 6,р = 3. Так как уравнение директрисы имеет уравнение+ � �  �, а фокус - координаты 
 � 

и 0, то для рассматриваемого случаяполучим уравнение директрисы + � � %�и фокус 

¢ Y%� ; 0_.  

Ответ: + � � %� , ¢ Y%� ; 0_. 
Пример. Составить уравнение параболы, симметричной относительно оси Ох, с 

вершиной в начале координат, если длина некоторой хорды этой параболы, перпендику-

лярной оси Ох, равна 16, а расстояние этой хорды от вершины равно 6.  
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Решение: 

Так как известны длина хорды и расстояние ее от вершины, то, следовательно, из-

вестны координаты конца этой хорды - точки М, лежащей на параболе. Уравнение пара-

болы имеет вид ,� � 2�+; полагая в нем х = 6, у = 8, находим	8� � 2� ∙ 6, откуда2� � %�% . 

Итак, уравнение искомой параболы	,� � %�% +. Ответ:,� � %�% +.  

8. Поверхности вращения 

Представлена таблица поверхностей второго порядка с каноническими уравнения-

ми и схематическими изображениями. Также известны и мнимые поверхности, не имею-

щие внешних признаков (сводящихся на нет). 

Поверхности второго порядка 

 

Название 

поверхности 

Каноническое 

уравнение 

Схематическое 

изображение 

Эллипсоид 

(в частности, 

эллипсоид 

вращения 

и сфера) 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 1 

 

 

Однополо-

стный 

гиперболоид 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 1 

 

 

Двухполо-

стный 

гиперболоид 

 

    

 

    

 

   -1 
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Конус вто-

рого 

порядка 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 0 

 

 

Эллиптиче-

ский 

параболоид 

 

z = 

 

  
  

 

  

p q 
 

 

Гипербо-

лический 

параболоид 

 

z = 

 

  
  

 

  

p q 
 

 

Эллиптиче-

ский 

цилиндр 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 1 

 

 

Гипербо-

лический 

цилиндр 

 

    

 

   1 
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Параболи-

ческий 

цилиндр 

 

  
 2px 

 

 

Пара 

пересекающихся 

плоскостей 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 0 

 

 

Пара 

параллельных 

плоскостей 

 

  

 

  

 1 

 

 

Пара 

совпадающих 

плоскостей 

 

  
 0 

 

 

Мнимый 

конус 

второго порядка 

с действительной 

вершиной (0;0;0) 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 0 
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Пара мни-

мых 

плоскостей 

(пересекающихся 

по действительной 

прямой) 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 0 

 

  

Мнимый 

эллипсоид 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 -1 

 

  

Мнимый 

эллиптический 

цилиндр 

 

  

 

  

  

 

  

 

  

 -1 

 

  

Пара мни-

мых 

параллельных 

плоскостей 

 

  

 

  

 -1 

 

  

 

 

Пример: Привести к каноническому виду уравнение 

4x
2 + 9y

2 + 36z
2 – 8x – 18y – 72z + 13 = 0. 

Решение: Сгруппируем слагаемые с одинаковыми переменными: 

4(x2 – 2x) +9(y2 – 2y) + 36(z2 – 2z) + 13 = 0. 
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Дополним каждую из скобок до полного квадрата: 

4(x2 – 2x + 1) – 4 +9(y2 – 2y + 1) – 9 + 36(z2 – 2z + 1) – 36 + 13 = 0, 

4(x – 1)2 +9(y – 1)2 + 36(z – 1)2 = 36. 

Делим полученное уравнение на 36, получаем . 

Произведем параллельный перенос осей координат, приняв за новое начало коор-

динат точку O′(1; 1; 1). Формулы преобразования координат имеют вид: 

x = x′ + 1,   y = y′ + 1,  z = z′ + 1. 

Тогда уравнение поверхности примет вид:   . 

Это уравнение эллипсоида с центром в точке O′(1; 1; 1) и полуосями 3, 2 и 1 соот-

ветственно. 

Пример: Привести к каноническому виду уравнение 

x
2 – y2 – 4x + 8y – 2z = 0. 

Решение: Сгруппируем слагаемые, содержащие одинаковые переменные: 

(x2 – 4x) –(y2 – 8y) – 2z = 0. 

Выделим полные квадраты: 

(x2 – 4x + 4) – 4 –(y2 – 8y + 16) + 16 – 2z = 0, 

(x – 2)2 –(y – 4)2 – 2(z – 6) = 0. 

Введем обозначения 

x′ = x – 2, 

y′ = y – 4, 

z′ = z – 6, 

перенеся начало координат в точку O′(2; 4; 6). Уравнение поверхности будет иметь 

вид: 

x′2 – y′2 = 2z′. 

Это уравнение гиперболического параболоида. 

Решение комплексных задач 

 

Приведем к каноническому виду квадратичную форму 

x² + 5y² + z² + 2xy + 6xz + 2yz. 
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Ее матрица имеет вид В примере, рассмотренном в лекции 9, найдены собст-

венные числа и ортонормированные собственные векторы этой матрицы: 

 

Составим матрицу перехода к базису из этих векторов: 

 

 

(порядок векторов изменен, чтобы они образовали правую тройку). Преобразуем 

координаты по формулам: 

.  

Получим: 

 

Итак, квадратичная форма приведена к каноническому виду с коэффициентами, 

равными собственным числам матрицы квадратичной формы. 

2.8.3 Результаты и выводы: 

 В результате проведенного занятия студенты: 

- освоили основные методы задания прямой на плоскости 
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- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении задач на нахождение 

уравнений прямой на плоскости; 

- выработали навыки нахождения уравнений прямых и их компонентов. 

- освоили формулы, задающие кривые второго порядка; 

- усвоили основные алгоритмы, применяемые в решении задач на нахождение 

уравнений кривых второго порядка; 

- выработали навыки нахождения уравнений кривых второго порядка и их пара-

метров. 

 

 

 

 

 

 


