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1. Организация самостоятельной работы 

 

1.1 Организационно-методические данные дисциплины 

п/п 
Наименование разделов, 

тем 
всего 

Количество часов по видам самостоятельной 

работы 

подго-

товка 

курсо-

вой 

работы 

(про-

екта) 

подго-

товка 

рефе-

ратов 

ИДЗ 

 

СИВ 

 

ПкЗ 

1 2 3 4 5 6 7 8 

1 

Статика. Основная тео-

рема статики. Уравнения 

равновесия. Статически 

определенные и статически 

неопределенные задачи. 

4 - - 2 1 1 

2 

Статика. Трение сколь-

жения и трение качения. 

Центр параллельных сил, 

центр тяжести. 
3 - - 2 1 - 

3 

Кинематика. Простейшие 

движения твердого тела.  

Плоское движение твердо-

го тела. 

5 - - 3 1 1 

4 

Кинематика. Определение 

скоростей и ускорений то-

чек. Составное движение 

точки. 5 - - 3 1 1 

5 

Динамика. Виды движения 

точки в зависимости от 

действующих сил. 
4 - - 3 - 1 

6 

Динамика. Динамика си-

стемы. Общие теоремы ди-

намики системы. Общее 

уравнение динамики. 

4 - - 3 1 - 

Итого 25 - - 16 5 4 
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2. Методические рекомендации по подготовке к занятиям 

2.1 Статика 

При подготовке к вопросам акцентировать внимание необходимо на следующем:  

- Понятие равнодействующей системы сил. 

- Понятие момента силы относительно центра и оси. 

- Инвариантность главного вектора и скалярного произведения главного вектора на главный 

момент. 

- Условия равновесия системы сил. 

2.2 Кинематика 

При подготовке к вопросам акцентировать внимание необходимо на следующем:  

- Векторный, координатный и естественный способы задания движения. Определение кине-

матических характеристик в каждом из способов. 

- Виды движений твёрдого тела. Кинематические характеристики в каждом из движений. 

- Составное движение. 

2.3 Динамика 

При подготовке к вопросам акцентировать внимание необходимо на следующем: 

- Дифференциальные уравнения движения в координатной и естественной формах. 

- Применение общих теорем динамики для точки, твёрдого тела и механической системы. 

- Применение принципов динамики для решения первой и второй задач динамики.  

 

 

3. Методические рекомендации по выполнению индивидуальных домашних заданий 

3.1   С-3  Определение реакций опор составной  конструкции. 

 

 



  

 5 

 



  

 6 

 



  

 7 

 



  

 8 

 
 

 



  

 9 

 



  

 10 

 



  

 11 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  

 12 

2.2     С-7.     Определение реакций опор твёрдого тела. 
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2.3  К-1.    Определение скоростей и ускорений точек. 
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2.4  К-3  Кинематический анализ плоского механизма. 
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2.5 Д-1. Интегрирование дифференциальных уравнений движения материальной точки, находящейся 

под действием постоянной силы.      
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2.6  Д-10. Применение теоремы об изменении кинетической энергии к изучению движения механиче-

ской системы 
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4. Методические рекомендации по самостоятельному изучению вопросов 

 

4.1. Рассматриваемые вопросы 

 

1. Центр тяжести твердого тела и его координаты 

 

На каждую частицу тела, находящегося вблизи поверхности Земли, действует направленная верти-

кально вниз сила, которая называется силой тяжести. Силы тяжести каждой частицы тела, строго 

говоря, направлены по радиусам к центру Земли и не являются параллельными. Но для тел, размеры 

которых малы по сравнению с размерами Земли, непараллельность настолько незначительна, что в 

расчетах с большой точностью силы тяжести их частиц можно считать параллельными, сохраняю-

щими свои значения, точки приложения и параллельность при любых поворотах тела. Поэтому, обо-

значив силу тяжести частицы через Рк , можно, согласно формулам и 

, найти точку С, которая неизменно связана с те-

лом и называется центром системы параллельных сил тяжести. Таким образом, центром тяжести 

твердого тела называется центр системы параллельных сил тяжести частиц данного тела. Точка С — 

это геометрическая точка, она может и не принадлежать телу, но она всегда с ним связана, например 

центр тяжести баскетбольного мяча, кольца и др. Выразим силу тяжести (вес) частицы тела через ее 

объем V. Тогда величина называется удельным весом, а величина - плотно-

стью тела в данной точке. ("гамма"-Н/м3) ("ро"-Н*с2/м4) 

Методы нахождения центра тяжести. 

1) Метод симметрии.  

Покажем, что если однородное тело имеет плоскость, ось или центр материальной симметрии, то его 

центр тяжести находится соответственно в плоскости, на оси или 

в центре симметрии. 

а. Пусть тело симметрично относительно плоскости Оху 

 

Тогда вследствие симметрии каждому элементу К тела объемом ( , , ) будет соответство-

вать элемент К' того же объема с координатами ( , ,- ). Поэтому статический момент объема 

и координата . Следовательно, центр тяжести тела будет лежать в плос-

кости симметрии Оху. 

б. Пусть тело симметрично относительно оси Oz.  
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Тогда всякому элементу К тела объемом с координатами ( , , ) будет соответствовать та-

кой же по объему элемент К', расположенный симметрично относительно оси Oz и имеющий коор-

динаты (- ,- , ). Поэтому статические моменты и, 

следовательно, координаты . Таким образом, 

центр тяжести будет находится на оси симметрии. 

в. Пусть тело имеет центр симметрии, который примем за начало координат. Тогда всякой частице 

тела объемом , определяемой радиус-вектором rк, будет соответствовать частица такого же объ-

ема с радиус-вектором (-rк), симметричная ей относительно центра О. Поэтому . Следо-

вательно, центр тяжести будет находиться в центре симметрии. Например, центры тяжести однород-

ных куба, сферы, кольца, прямоугольной 

или круглой пластины лежат в геометрическом центре этих тел. 

2) Метод разбиения.  

Этот метод основан на применении формул и 

. Его используют, когда тело можно разбить на ряд 

частей, центры тяжести которых известны из условий симметрии. Метод разбиения можно наглядно 

проиллюстрировать с помощью рисунка. 

 
Расположив тело в системе координат, разделив его мысленно на отдельные части, веса которых Р1, 

Р2, Р3, Р4, а центры тяжести известны, вычислим вес тела и, согласно формулам 

, координаты центра тяжести С всего тела. Если 

тело имеет вырез, причем известны центр тяжести тела без выреза и центр тяжести вырезанного тела, 

то для определения координат центра тяжести используют метод отрицательных масс (частный слу-

чай метода разбиения). 



  

 50 

 
На рисунке изображена квадратная пластина, сторона которой а. В пластине выполнено круглое от-

верстие с радиусом r=0,2а и координатами центра x2=-0,3а; у2=0. Координаты центра тяжести С, 

пластины без отверстия x1=0, у1=0. Рассмотрим два тела: пластину без отверстия и диск, соответ-

ствующий вырезанному отверстию. При использовании формул 

вес диска будем считать отрицательным. То-

гда , где р — вес единицы площади пластины. 

 

2.Трение 

 

Силой трения называют силу, которая возникает при движении одного тела по поверхности другого. 

Она всегда направлена противоположно направлению движения. Сила трения прямо пропорциональ-

на силе нормального давления на трущиеся поверхности и зависит от свойств этих поверхностей. За-

коны трения связаны с электромагнитным взаимодействием, которое существует между телами.  

       Различают трение внешнее и внутреннее.  

       Внешнее трение возникает при относительном перемещении двух соприкасающихся твердых тел 

(трение скольжения или трение покоя).  

       Внутреннее трение наблюдается при относительном перемещении частей одного и того же 

сплошного тела (например, жидкость или газ).  

       Различают сухое и жидкое (или вязкое) трение.  

       Сухое трение возникает между поверхностями твердых тел в отсутствие смазки.  

       Жидким (вязким) называется трение между твердым телом и жидкой или газообразной средой 

или ее слоями.  

       Сухое трение, в свою очередь, подразделяется на трение скольжения и трение качения.  

Рассмотрим законы сухого трения (рис. 4.5).  

 
Рис. 4.5   

Рис. 4.6  

       Подействуем на тело, лежащее на неподвижной плоскости, внешней силой , постепенно уве-

личивая ее модуль. Вначале брусок будет оставаться неподвижным, значит, внешняя сила урав-
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новешивается некоторой силой , направленной по касательной к трущейся поверхности, противо-

положной силе . В этом случае и есть сила трения покоя.  

Установлено, что максимальная сила трения покоя не зависит от площади соприкосновения тел и 

приблизительно пропорциональна модулю силы нормального давления  N:  

 
μ0 – коэффициент трения покоя, зависящий от природы и состояния трущихся поверхностей.  

       Когда модуль внешней силы, а следовательно, и модуль силы трения покоя превысит значение 

 F0, тело начнет скользить по опоре – трение покоя  Fтр.пок  сменится трением скольжения  Fск  (рис. 

4.6):  

  Fтр = μ N,  (4.4.1)   

где  μ  – коэффициент трения скольжения.  

       Трение качения возникает между шарообразным телом и поверхностью, по которой оно катится. 

Сила трения качения подчиняется тем же законам, что и сила трения скольжения, но коэффициент 

трения  μ ; здесь значительно меньше.  

       Подробнее рассмотрим силу трения скольжения на наклонной плоскости (рис. 4.7).  

На тело, находящееся на наклонной плоскости с сухим трением, действуют три силы: сила тяжести 

 , нормальная сила реакции опоры    и сила сухого трения  . Сила   есть равнодействующая 

сил    и  ; она направлена вниз, вдоль наклонной плоскости. Из рис. 4.7 видно, что  

F = mg sin α,         N = mg cos α.  

 
Рис. 4.7  

       Если   – тело остается неподвижным на наклонной плоскости. Максимальный 

угол наклона  α  определяется из условия  (Fтр)max = F  или  μ mg cosα = mg sinα, следовательно, 

 tg αmax = μ, где  μ  – коэффициент сухого трения.  

Fтр = μN = mg cosα,  

F = mg sinα.  

       При  α > αmax  тело будет скатываться с ускорением  

a = g ( sinα - μ cosα ),  

Fск = ma = F - Fтр.  

 

       Если дополнительная сила  Fвн, направленная вдоль наклонной плоскости, приложена к телу, то 

критический угол  αmax  и ускорение тела будут зависеть от величины и направления этой внешней 

силы. 

 

3. Предмет кинематики. Способы задания движения точки. Скорость и ускорение точки. 

Вращения твердого тела вокруг неподвижной оси. Поступательное движение твердого тела. 

 

1. Поступательное движение твердого тела 

 Поступательным называется такое движение твердого тела, при котором любая прямая прове-

денная в этом теле, перемешается, оставаясь параллельной самой себе. 
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 Поступательное движение не значит прямолинейное: 

    

ТЕОРЕМА: при поступательном движении все точки тела описывают одинаковые (при наложении 

совпадающие) траектории и имеют в каждый момент времени одинаковые по модулю и направлению 

скорости и ускорения.  

  

 

 (3. 1) 

 

     (3. 2) 

  

 
  

  

  

2. Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси. 

 

Вращательным называется такое движение твердого тела, при котором во все время движения 

какие-либо две точки тела остаются неподвижными (проходящая через эти неподвижные точки пря-

мая называется осью вращения), а все остальные точки описывают траектории, представляющие со-

бой окружности, плоскости которых перпендикулярны к оси вращения, а центры лежат на этой оси. 

  

 
 

 

 

 

              φ = f (t)          (3. 3) 

 

  или       (3. 4) 

 

      или 

(3. 5) 

  

Примеры: 

Равномерное вращение 

(ω = const) 

Равнопеременное вращение 

(= const) 
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d = dt 

=t 

 = /t 

 

 

     

3. Скорости и ускорения точек вращающегося твердого тела 

  

Вращательная скорость точки 

  

 
  

v = R ω      (3. 6) 

  

  

Модуль вращательной скорости точки твердого тела равен произведению расстояния от точки до 

оси вращения на угловую скорость тела 

  

Ускорение точки 

 

 

или       (3.7) - вращательное ускорение     

   (3.8) – центростремительное ускорение   

  

(3.9) – полное ускорение 

  

 
  

         (3.10) 

  

 4. Векторные выражения вращательной скорости, вращательного  и центростремительного ускоре-

ний. 

Формулы Эйлера. 
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 (3.11) 

  

 
  

 
  

  

 

  

 (3.12) 

  

- формулы Эйлера 

  

  

Векторные выражения вращательного и центростремительного ускорения точки 

  

 
  

 - полное ускорение точки 

  

 - вращательное ускорение точки 

  

 
  

- центростремительное ускорение точки 
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4. Плоское движение твердого тела и движение плоской фигуры в ее плоскости. Абсолютное и 

относительное движение точки. Сложное движение твердого тела. 

 

Основной задачей кинематики сложного движения твердого тела является установление соотноше-

ний между характеристиками абсолютного и относительного движений.Сложное движение твердого 

тела может состоять из поступательных движений, вращательных движений, или может быть полу-

чено в результате сложения поступательного и вращательного движений.В некоторых задачах кине-

матики заданное сложное движение твердого тела раскладывают на составляющие движения (ана-

лиз); в других — требуется определить сложное движение твердого тела как результат сложения бо-

лее простых движений (синтез). Как при анализе, так и при синтезе движений речь идет о разложе-

нии и сложении движений, рассматриваемых в данный момент (мгновенных движений).Сложение 

поступательных движений твердого тела. 

Теорема. В результате сложения мгновенных поступательных движений твердого тела получается 

результирующее мгновенно поступательное движение. 

Доказательство. Пусть твердое тело одновременно участвует в двух мгновенных поступательных 

движениях, из которых одно является относительным со скоростью υ1 а второе — переносным со 

скоростью υ2.По теореме о параллелограмме скоростей имеем для любой точки твердого телаυа = υr + 

υe = υ1+ υ2, 

а так как и относительное, и переносное движения твердого тела являются мгновенно 

поступательными, то относительные, переносные и, следовательно, согласно формуле (II.98), 

абсолютные скорости всех точек тела соответственно между собой равны в каждый момент времени, 

т.е. абсолютное движение тела также является мгновенно поступательным. Теорема доказана. 

 

Очевидно, что данная теорема применима к сложному движению твердого тела, состоящему из трех 

и более мгновенно поступательных движении; тогда в общем случае  

Заметим, что мгновенно поступательное твердого тела отличается от поступательного тем, что во 

втором случае в каждый момент времени равны между собой скорости и ускорения всех точек тела, 

между тем, как в первом случае в данный момент времени равны между собой только скорости всех 

точек тела. 

 

 ПЛОСКО-ПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО ТЕЛА 
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Плоско-параллельным (или плоским) движением твердого тела называется такое движение, при ко-

тором все точки тела движутся в плоскостях, параллельных некоторой неподвижной плоско-

сти.  

Из определения плоско-параллельного движения следует, что движения точек тела, расположенных 

на перпендикуляре к неподвижной плоскости, одинаковы. Поэтому, вместо движения всего тела в 

пространстве, можно рассмотреть движение плоской фигуры S, являющейся проекцией тела на непо-

движную плоскость. Нетрудно показать, что, зная движение некоторого отрезка плоской фигуры S, 

можно определить движение всей фигуры. Пусть отрезок АВ плоской фигуры занимает положение, 

указанное на рис. 68. Положение произвольной точки М плоской фигуры определим, соединив эту 

точку с точками А и В отрезка. Если отрезок АВ изменит свое положение и перейдет в новое поло-

жение А1В1, то для определения нового положения этой точки достаточно построить треугольник 

А1В1М1, равный треугольнику АВМ. Так как стороны треугольников, как расстояния между двумя 

точками абсолютно твердого тела, остаются неизмененными, то А1В1 = АВ; АМ= А1М1; ВМ =В1М1. 

Таким образом, кинематика плоско-параллельного движения тела сводится к кинематике движения 

отрезка прямой на плоскости. 

Кинематические уравнения плоско-параллельного движения 

 
Допустим, что плоская фигура движется в неподвижной плоскости Оху. Выбрав, например, точку А 

плоской фигуры за полюс, неизменно свяжем с этой фигурой подвижную систему координат Аξη с 

началом в полюсе А (рис. 70). Для определения положения подвижной системы координат Аξη отно-

сительно неподвижной нужно знать координаты точки А (т. е. хA и уA), а также угол поворота φ во-

круг полюса (т. е. угол, образованный осью Аξη с осью Ох). Следовательно, кинематические уравне-

ния плоско-параллельного движения твердого тела имеют видxA= xA(t) . yA = yA (t). φ = φ (t),где xA(t) 

yA (t), φ (t)— конечные, однозначные, непрерывные и дифференцируемые функции време-

ни.Пользуясь формулами преобразования координат, можно получить уравнения движения любой 

точки М плоской фигурыx = xA + ξcos φ —ηsin φ,y = yA + ξsin φ + ηcos φ -Скорости точек тела 

Теорема. При плоско-параллельном движении твердого тела скорость любой его точки равна 

векторной сумме скорости полюса и скорости во вращательном движении вокруг полюса. 

Доказательство. Пусть полюс О движется со скоростью υ0, а плоская фигура вращается вокруг 

полюса с угловой скоростью ω (рис. 71). Требуется определить скорость произвольной точки М этой 

фигуры. Так как переносным здесь является поступательное движение вместе с полюсом О, то 

переносные скорости всех точек плоской фигуры будут одинаковыми, равными скорости полюса:  

υMe= υ0 
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Относительным движением является вращательное движение вокруг полюса. Поэтому, обозначая 

радиус-вектор точки ^ М относительно полюса О через rOM , согласно формуле Эйлера, для 

относительной скорости точки М получим   υMr= ω x rOM. 

Относительную скорость точки при плоско-параллельном движении тела обозначают двойным 

индексом, т. е. υMr = υOM. Первый индекс указывает полюс О, вокруг которого происходит вращение, 

а второй — обозначает рассматриваемую точку М. Следовательно, 

υMr= υOM= ω x rOM 

По теореме о сложении скоростей получим 

υa=υe+υr.  Следовательно, υM=υO+υOM. 

 

 

5. Количество движения материальной точки и механической системы. Момент количества 

движения материальной точки относительно центра и оси. Кинетическая энергия материаль-

ной точки и механической системы. Общие теоремы динамики. Понятие о силовом поле. 

 

Количество движения материальной точки – векторная величина  , которая равняется произведе-

нию массы точки на вектор ее скорости. 

    Единицей измерения количества движения есть (кг м/с). 

Количество движения механической системы – векторная величина  , равняющаяся геометриче-

ской сумме (главному вектору) количества движения всех точек системы.или количество движения 

системы равняется произведению массы всей системы на скорость ее центра масс 

    Когда тело (или система) движется так, что ее центр масс неподвижен , то количество движения 

тела равняется нулю   (пример, вращение тела вокруг неподвижной оси, которая проходит через 

центр масс тела).  

    Если движение тела сложное, то   не будет характеризовать вращательную часть движения при 

вращении вокруг центра масс. Т.е., количество движения характеризует только поступательное дви-

жение системы (вместе с центром масс). 

      Импульс силы характеризует действие силы за некоторый промежуток времени. 

   Импульс   силы   за конечный промежуток времени   определяется как интегральная сумма соответ-

ствующих элементарных импульсов 

     Теорема об изменении количества движения материальной точки: 

(в дифференциальной форме): Производная за временем от количества движения материальной точ-

ки равняется геометрической сумме действующих на точки сил 

(в интегральной форме): Изменение количества движения материальной точки за некоторый проме-

жуток времени равняется геометрической сумме импульсов сил, приложенных к точке за тот же 

промежуток времени. 

    Теорема об изменении количества движения механической системы  
(в дифференциальной форме): Производная по времени от количества движения системы равняется 

геометрической сумме всех действующих на систему внешних сил. 

(в интегральной форме): Изменение количества движения системы за некоторый промежуток време-

ни равняется геометрической сумме импульсов, действующих на систему внешних сил, за тот же 

промежуток времени. 

     Теорема позволяет исключить из рассмотрения заведомо неизвестные внутренние силы. 

http://bcoreanda.com/ShowObject.aspx?ID=80
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    Теорема об изменении количества движения механической системы и теорема о движении центра 

масс являются двумя разными формами одной теоремы. 

      Закон сохранения количества движения системы. 

1. Если сумма всех внешних сил, действующих на систему, равняется нулю, то вектор количе-

ства движения системы будет постоянным по направлению и по модулю.       

2. Если сумма проекций всех действующих внешних сил на любую произвольную ось равняется 

нулю, то проекция количества движения на эту ось является величиной постоянной. 

      Законы сохранения свидетельствуют, что внутренние силы не могут изменить суммарное количе-

ство движения системы. 

Кинетической энергией механической системы называется сумма кинетических энергий всех точек 

этой системы: 

T = ∑ mkvk
2
 / 2 , 

где mk и vk - масса и скорость k-й материальной точки, принадлежащей данной системе. 

На основании теоремы Кёнига кинетическая энергия произвольной механической системы опреде-

ляется по формуле 

 T = MvC
2
/2 + ∑ mkvkr

2
 / 2 , 

где  M - масса всей системы; 

   vC - скорость центра масс системы; 

   mk - масса k-й точки системы; 

   vkr - относительная скорость k-й точки при движении её вокруг центра масс  

(т.е. vk= vC ⊕ vkr). 

Из этой формулы можно получить следующие частные случаи для твёрдого тела: 

- при поступательном движении тела vk= vC , vkr= 0, 

T =  mvC
2
 / 2; 

 

- при вращении тела вокруг оси, проходящей через его центр масс, 

vC=0 , vkr= ω ⊗ rk, 

T = ∑ mkvkr
2
 / 2 = Jω

2
/2  , 

где  J - момент инерции тела относительно оси, проходящей в данный момент времени через центр 

масс; 

ω - угловая скорость вращения тела; 

 

- в случае произвольного движения тела (например при плоскопараллельном движении) 

 T =  mvC
2
 / 2 + Jω

2
/2. 

Основные (общие) теоремы динамики систем свободных материальных точек являются уравнениями 

движения систем свободных материальных точек, т. е. математически дифференциальными уравне-

ниями изменений основных мер движения. 

1. Для точки  уравнение движения относительно инерциальной системы отсчёта: 

 
Перенесём все векторы, не изменяя их направления, в центр масс и сложим геометрически: 

. 

Производная по времени от количества движения системы свободных материальных точек 

равна геометрической сумме внешних сил. Это теорема об изменении количества движения си-

стемы. 

Так как  то 
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. 

Это уравнение движения центра масс системы  материальных точек с массой, равной массе 

всей системы, к которой приложена сумма всех внешних сил (главный вектор внешних сил ) 
или теорема о движении центра масс. 

2. Умножим уравнение движения точки  слева векторно на  и геометрически сложим, перено-

ся векторы в центр масс: 

. 

Теорема об изменении кинетического момента системы: 

Производная по времени от кинетического момента системы свободных материальных точек 

равна сумме моментов всех внешних сил (главному моменту всех внешних сил). 
Существенно: моменты количества движения и моменты сил вычисляются относительно общего не-

подвижного начала. 

3. Умножая скалярно уравнение движения точки  на  и суммируя: 

 
или 

. 

Теорема об изменении кинетической энергии системы: 

Дифференциал кинетической энергии системы свободных материальных точек равен сумме элемен-

тарных работ всех внешних и внутренних сил. 

Интегралы уравнений движения системы: 

1) Если равен нулю главный вектор внешних сил, то = const, то есть центр масс системы свобод-

ных материальных точек движется равномерно и прямолинейно. 

2) Если главный момент внешних сил равен нулю, то сохраняется кинетический момент системы 

свободных материальных точек: 

. 

3) Если внешние и внутренние силы консервативны, то  

  

Здесь: 

 - потенциал внешнего силового поля; 

 - потенциал взаимодействия точек; 

 - потенциальная энергия системы точек во внешнем поле; 

 - потенциальная энергия взаимодействующих точек. 
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