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1. КОНСПЕКТ ЛЕКЦИЙ  

Лекции не предусмотрен РУП 

2. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ ПО ВЫПОЛНЕНИЮ  
ЛАБОРАТОРНЫХ РАБОТ  

  
2.1. Лабораторная работа № 1-3 (6 часов). Понятие задачи математического программи-

рования. Графическое решение задачи линейного программирования. Двойственные зада-

чи линейного программирования. Симплекс- метод решения задачи линейного програм-

мирования. Модели (специальные задачи) линейного программирования: транспортная 

задача, задача о назначениях; задачи целочисленного программирования. Понятие о дина-

мическом программировании. 

 

2.1.1  Цель работы: сформировать представление о задачах математического  и линейно-

го программирования; графическом решении задачи линейного программирования; Двой-

ственных задачах линейного программирования; симплекс- методе решения задачи ли-

нейного программирования; моделях (специальных задачах) линейного программирова-

ния: транспортных задачах, задачах о назначениях; задачах целочисленного программиро-

вания. Сформировать понятие о динамическом программировании. 

  

2.1.2  Задачи работы: ознакомление с задачами математического  и линейного програм-

мирования. Освоение графического метода задачи линейного программирования. Озна-

комление с двойственными задачами линейного программирования; симплекс- методом 

решения задачи линейного программирования. Ознакомление с моделями (специальными 

задачами) линейного программирования: транспортными задачами, задачами о назначе-

ниях; задачами целочисленного программирования, с понятием о динамическом програм-

мировании. 

   

2.1.3 Перечень приборов, материалов, используемых в лабораторной работе: 
1. ПК.  

2. Windows. 

3.Office. 

 

2.1.4 Описание (ход) работы: пример выполнения задания работы 2. 1. 
 

1. Задача линейного программирования с двумя переменными. Задача о рас-
пределении ресурсов. 

1) Задача. С.\ х. предприятие производит и продаёт продукцию двух видов: «1 

Продукт» и «2 Продукт». Для производства продукции используются ресурсы двух кате-

горий: А и В. Расходы ресурсов А и В на производство единицы продукции каждого вида, 

запасы ресурсов и цены продукции приведены в таблице 1. 

                                          Таблица 1  

Ресурсы     Расход ресурсов на ед. продукции Запасы ресурсов 

1 Продукт 2 Продукт 

А 1 2  3 

В 3 1 3  
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Количество продукции 
1x  2x   

Цены 2(ден. ед.) 1( ден. ед.)                                

  

Выяснить, какое количество продукции каждого вида надо производить предпри-

ятию (составить план производства), чтобы получить максимум прибыли. 

Задание.  

 1. Составить математическую модель задачи. 

2. Решить задачу в Excel. 

Решение. 1.  Составить математическую модель задачи. Для составления математиче-

ской модели задачи прежде всего введём переменные (неизвестные) задачи: 1x - количе-

ство продукции 1-го вида, а 2x - количество продукции 2-го вида, производимые предпри-

ятием. 

Ограниченность запасов ресурсов приводит к ограничениям на 1x и 2x : ограниче-

ния на расход ресурса А            1 22 3x x+ ⋅ ≤ , 

ограничения на расход ресурса В              1 23 3x x⋅ + ≤ . 

Кроме того, 1 2, 0x x ≥ . 

Качество решения задачи определяется с помощью целевой функции задачи  

1 2( , )Z x x - функции, определяющей доход предприятия от продажи продукции: 

1 22Z x x= ⋅ + . 

Задача об определении плана производства продукции свелась к следующей мате-

матической задаче: найти вектор 1 2( , )x x  (план производства), координаты которого 

удовлетворяют системе ограничений  

                                                
1 2

1 2

2 3

3 3

x x

x x

+ ⋅ ≤

⋅ + ≤

 

и условиям неотрицательности            1 2, 0x x ≥ ,  

который доставляет максимум целевой функции 1 22Z x x= ⋅ + . 

Эту математическую задачу принято записывать в виде  

 1 22 maxZ x x= ⋅ + →                                                                                    (1)                                

 
1 2

1 2

2 3

3 3

x x

x x

+ ⋅ ≤

⋅ + ≤

                                                                                             (2)   

 1 2, 0x x ≥ .                                                                                                       (3) 

и называть математической моделью данной производственной задачи. 

 Подобные задачи называются задачами линейного программирования. Они изу-

чаются в разделе математики, называемом математическим программированием. Так 

как переменные  1x  и 2x   входят в систему ограничений (2) и целевую функцию Z  (1) 

линейно, то эту задачу математического программирования называют задачей линейного 

программирования.  

 Множество точек декартовой плоскости 1 2( , )x x , координаты которых удовлетво-

ряют системе ограничений (2) и условиям неотрицательности (3), называется областью 

допустимых решений задачи линейного программирования(областью допустимых пла-

нов). В данной задаче она представляет собой выпуклый четырёхугольник. Значения 
*

1x  и 

*

2x  из области допустимых  планов, при которых  Z   принимает наибольшее значение  в 
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этой области, называются оптимальными(оптимальный план), а соответствующее наи-

большее значение 
* * *

1 22Z x x= ⋅ +   является оптимальным значением прибыли. Та-

ким образом, задача о распределении ресурсов является задачей оптимизации и её мате-

матической моделью служит задача линейного программирования, заключающаяся в по-

иске оптимального плана и оптимального значения целевой функции.  

 Задачей оптимизации может быть поиск наименьшего значения.                                  

2. Решение задачи в Excel.  

2.1. Ввод данных и формул в таблицу Excel. Открыть Книгу Excel, Лист1.  

-Объединим ячейки В1 и С1. Для этого выделить ячейки, нажать правую кнопку мыши. В 

появившемся окне вызвать «Формат ячеек», затем «Выравнивание» и поставить галочку 

против опции «объединение ячеек», нажать ОК. В объединённые ячейки впишем заголо-

вок «Переменные». 

-В ячейку А2 вписать «Имя», в А3- «План», в ячейку А4 «Цена», в В2- «1 Продукт», в С2- 

«2 Продукт», в D2 « Прибыль». 

-В ячейки В4 и С4 заносятся значения цен на продукцию. 

-Для переменных 1x  и  2x  отводятся ячейки В3 и С3. Это изменяемые(рабочие) ячейки, В 

них исходные данные не заносятся и в результате решения задачи в эти ячейки будут впи-

саны оптимальные значения. Таблица данных будет иметь вид 

 
-В ячейке  D4 после окончания решения задачи будет указана оптимальное значение при-

были(целевая ячейка). С этой целью в ячейку D4 вводится формула для вычисления зна-

чений целевой функции 1 22Z x x= ⋅ + . Для этого надо выполнить следующие операции: 

1) курсор в D4, выделить эту ячейку, 

2) щёлкнув по кнопке xf  вызвать Мастера функций, в открывшемся окне в катего-

рии «10 недавно использовавшихся» выбрать «Математические», а затем «СУММ-

ПРОИЗВ», ОК.  
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В появившемся окне «Аргументы функции» в поле «Массив 1» ввести адреса из-

меняемых ячеек В3:С3(протаскивая курсор мыши по ячейкам), в поле «Массив 2» 

вводятся адреса ячеек с ценами на продукцию В4:С4, «Массив 3» игнорируется. 

Нажать ОК. В ячейке D4 появится число 0.  
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-Объединить ячейки В5 и С5 и вписать «Ограничения», в А6- «Ресурсы», в В6 и С6 1x  и  

2x , в D6 «Расход», в Е6 «Запасы», А7 и А8 значки ресурсов, 

в поле В7:С8- нормы расхода ресурсов. 

-В ячейку D7 вводится формула вычисления израсходованного ресурса А  1 22x x+ ⋅ , в 

ячейку D8- формула израсходованного ресурса В  1 23 x x⋅ +   

(также, как и формула целевой функции). 

- В ячейки Е7 и Е8 вносим размеры запасов ресурсов. 

 Данные и формулы введены. Интерфейс задачи будет иметь вид 

 
2.2. Использование надстройки Excel  «Поиск решения».  

Надстройка Excel «Поиск решения»  при первом использовании должна быть пред-

варительно активирована. Открыв Excel, нажать кнопки «Office» →  «Параметры Excel» 
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→  «Надстройки» →  «Неактивные надстройки приложений» →  выделить строку  «По-

иск решения» →  «Управление: надстройки  Excel» →  «перейти» →  ОК. 

Щёлкнув на ленте кнопку «Данные», затем «Поиск решений» откроем окно «Поиск 

решений».  

 
-В поле «Установить целевую ячейку» ввести адрес целевой ячейки D4, щёлкнув по ней 

курсором мыши. 

-Выбрать  «равной максимальному значению». 

-В поле «изменяя ячейки» указать адреса В3:С3. 

-В поле «Ограничения» щёлкнуть «Добавить». После появления поля «Добавление огра-

ничения» в поле «Ссылка на ячейку:» сделать ссылку на ячейку D7, выбрать знак  <= , в 

поле «Ограничение:» ввести адрес ячейки с запасом ресурса А- Е7. Вновь выбрать «Доба-

вить» провести ввод ограничения по ресурсу В, затем по ограничению 1 2, 0x x ≥ . После 

этого нажать ОК. 

2.3. Настройка параметров решения задачи. 

Выбрав в окне «Поиск решений» опцию «Параметры» в появившемся окне «Пара-

метры поиска решения»установить флажок в поле «Линейная модель». При таком выборе 

при решении задачи будет использоваться симплекс-метод. Остальные значения можно 

оставить без изменения. Нажать ОК.  
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2.3. Завершение решения задачи и просмотр результатов. 

В окне «Поиск решений» нажимаем кнопку «Выполнить». Появляется окно «Ре-

зультаты поиска решения». Можно выбрать тип отчёта, сохранить найденное решение или 

восстановить исходные значения, ОК. 

  
 

 
В ячейках В3 и С3 появятся оптимальные значения плана 0,6 и 1,2, а в ячейке D4 

оптимальное значение прибыли 2,4. Задача решена. 
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2. Задача линейного программирования с тремя переменными. Задача о распределе-
нии ресурсов. Решения типовой задачи линейного программирования с  помощью 

симплекс- метода в  Excel: задача о выборе оптимального рациона кормления  жи-

вотных. 

Задача. Составляется комбинированный корм из трёх злаков: кукурузы, овса и ржи. Кало-

рийность и содержание витамина С в одном килограмме каждого злака, а также цена од-

ного кг каждого злака указаны в таблице:  

 Кукуруза Овёс Рожь 

Калорийность(ккал) 200 175 100 

Содержание С (в Гр) 5 1 3 

Цена (руб.) 6 4 1 

 

Составить наиболее дешёвый комбинированный корм, 1кг которого содержал бы не менее 

125 ккал и не менее 2г витамина С.  

Решение. 

1. Составление математической модели задачи.  Обозначим содержание кукурузы, ов-

са и ржи в 1кг комбикорма через 1x
, 2x

, 3x
 соответственно, а стоимость злаков в комби-

корме  Z . Тогда математическая модель задачи об оптимизации производства комбикор-

ма формулируется следующим образом: найти вектор 
( )1 2 3; ;x x x x=

(называемый пла-

ном),  доставляющий  минимум целевой функции задачи (функции затрат) 

1 2 36 4 minZ x x x= ⋅ + ⋅ + →
,  

координаты  которого  1x
, 2x

, 3x
 удовлетворяют системе ограничений  

1 2 3

1 2 3

1 2 3

200 175 100 125,

5 3 2,

1,

x x x

x x x

x x x

⋅ + ⋅ + ⋅ ≥

⋅ + + ⋅ ≥

 + + =  

1 2 30. 0. 0x x x≥ ≥ ≥
.  

2. Решение задачи в Excel. 
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3. Специальные задачи линейного программирования: транспортные задачи. Реше-

ние транспортных задач с Excel. 

Задача об оптимизации перевозок.  Четыре отделения сельхозпредприятия 1 2 3 4, , ,B B B B
 

закупают корма у трёх поставщиков 1 2 3, ,A A A
. Запасы кормов у поставщиков, потребно-

сти  сельхозпредприятия в кормах и стоимость перевозки единицы продукта от поставщи-

ка к потребителю даны в таблице. 

        Потребители 

 

Поставщики 

             Потребители Запасы кормов у 

поставщиков 
B1 B2 B3 B4 

A1      10    

11x
 

       0 

12x
 

     20 

13x
 

     11 

14x
 

        1a =
15 

A2      12 

21x
 

       7 

22x
 

       9 

23x
 

     20 

24x
 

         2a =
25  

A3        0 

31x
 

     14 

32x
 

     16 33x
 

     18 

34x
 

         3a =
5 

 
1b =

5 2b =
15 3b =

15 4b =
10 

       45 

    Потребность в кормах  

  

Значительную часть расходов  с /х предприятия составляют именно транспортные расхо-

ды. Минимизировать расходы предприятия: составить такой план перевозок, при котором 

суммарные транспортные расходы будут минимальными, все запасы поставщиков будут 

вывезены, все потребности отделений с.\ х. предприятия будут удовлетворены. 

 1. Математическая  модель задачи. Обозначим через  ij
x

 количество кормов, перево-

зимое  от поставщика  iA
 к потребителю  j

B
, ij

c
- стоимость перевозок по этому маршру-

ту, 
1, 2,3; 1, 2,3, 4i j= =

.  
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Целевая функция: транспортные расходы на перевозку кормов вычисляются  по формуле  

 

3 4

11 12 13 14

1 1

21 22 23 24

31 32 33 34

10 0 20 11

12 7 9 20

0 14 16 18 min.

ij ij

i j

Z c x x x x x

x x x x

x x x x

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →

∑∑

 
                               Ограничения на переменные задачи.   

Ограничения вывоза:   из   1A
   11 12 13 14 15x x x x+ + + =

,  

                                       из  2A
   21 22 13 14 25x x x x+ + + =

, 

                                       из  3A
   31 32 33 34 5x x x x+ + + =

. 

Ограничения ввоза:      ввоз в  1B
  11 21 31 5x x x+ + =

,  

                                       ввоз в  2B
  12 22 32 15x x x+ + =

, 

                                       ввоз в  3B
  13 23 33 15x x x+ + =

, 

                                       ввоз в  4B
  14 24 34 10x x x+ + =

. 

Ограничения на знаки(значения) переменных:  
0

ij
x ≥

. 

     Задача закрытого типа :   1 2 3 1 2 3 4 45a a a b b b b+ + = + + + =
.  

 

 2. Решение задачи в Excel.    
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4. Специальные задачи линейного программирования: задачи о назначениях. Реше-

ние задач о назначениях с Excel.  

Задача о назначениях.  Производится классификация  7 болезней животных (птицы)  по 5 

категориям. Результаты тестирования каждого заболевания уровень опасности заболева-

ния)  по каждой категории выражены в баллах по 10-балльной шкале и представлены мат-

рицей  

1 2 3 4 5

1

2

3

4

5

6

7

*

7 5 7 6 7

6 4 8 4 9

8 6 4 3 8

7 7 8 5 7

5 9 7 9 5

6 8 6 4 7

7 7 8 6 4

P P P P P

S

S

S
C

S

S

S

S

=

 
Определить самые опасные заболевания в каждой из 5 категорий так, чтобы сумма баллов 

выбранных заболеваний была наибольшей (суммарный уровень опасности выбранных за-

болеваний был наибольшим). Каждое заболевание может быть самым опасным только в 

одной категории и все категории должны быть заняты. 

Решение.  

1. Математическая  модель задачи. Обозначим через  ij
x

 переменные задачи:  

1
ij

x =
,  если  заболевание  iS

  выбирается самым опасным в категории  j
P

;  

0
ij

x =
,  если  заболевание  iS

 не является самым опасным в категории  j
P

; 
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 ij
c

- уровень опасности заболевания iS
 (количество баллов по результатам тестирования)  

в категории  j
P

, 

 
1, 2,3, 4,5,6,7; 1, 2,3, 4,5i j= =

.  

Целевая функция: суммарный уровень опасности всех заболеваний в баллах вычисляется  

по формуле  

 

7 5

11 12 13 14 15

1 1

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

41 42 43 44 45

51 52 53 54 55

61 62 63 64

7 5 7 6 7

6 4 8 4 9

8 6 4 3 8

7 7 8 5 7

5 9 7 9 5

6 8 6 4 7

ij ij

i j

Z c x x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x x

x x x x

= =

= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

∑∑

65

71 72 73 74 757 7 8 6 4 max .

x

x x x x x

⋅ +

+ ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ →
 

                            Ограничения на переменные задачи.   

Ограничения на лидерство одного заболевания: каждое заболевание может быть самым 

опасным только в одной категории      

                                       для  1S
   11 12 13 14 15 1x x x x x+ + + + =

,  

                                       для  2S
   21 22 23 24 25 1x x x x x+ + + + =

, 

                                       для  3S
   31 32 33 34 35 1x x x x x+ + + + =

, 

                                       для  4S
   41 42 43 44 45 1x x x x x+ + + + =

,  

                                       для  5S
   51 52 53 54 55 1x x x x x+ + + + =

,  

                                       для  6S
   61 62 63 64 65 1x x x x x+ + + + =

,  

                                       для  7S
   71 72 73 74 75 1x x x x x+ + + + =

. 

Ограничения по занятости категорий: в каждой категории может быть только один лидер     

                                       для  1P
  11 21 31 41 51 61 71 1x x x x x x x+ + + + + + =

,  

                                       для  2P
   11 21 31 41 51 61 71 1x x x x x x x+ + + + + + =

, 

                                       для  3P
  13 23 33 15x x x+ + =

, 

                                       для  4P
  14 24 34 10x x x+ + =

,  

                                       для  2P
   11 21 31 41 51 61 71 1x x x x x x x+ + + + + + =

, 

Ограничения на знаки (значения) переменных:  0
ij

x ≥ ,  
ij

x - двоичные числа. 

Задача открытого типа: вводятся две фиктивные категории с нулевыми столбцами баллов. 

Матрица 
*C  становится квадратной. 
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1 2 3 4 5 6 7

1

2

3*

4

5

6

7

*

7 5 7 6 7 0 0

6 4 8 4 9 0 0

8 6 4 3 8 0 0

7 7 8 5 7 0 0

5 9 7 9 5 0 0

6 8 6 4 7 0 0

7 7 8 6 4 0 0

P P P P P P P

S

S

S
C

S

S

S

S

=

  
 

2. Решение задачи в Excel. 

 

   
2.2  Лабораторная работа № 4 (2 часов). 
Тема: Задачи (модели) оптимизации на графах и сетях, алгоритмы их решения.                         

2.2.1  Цель работы: сформировать представление о задачах (моделях) оптимиза-

ции на графах и сетях, алгоритмах их решения.          

2.2.2  Задачи работы: ознакомление  с задачами (моделями) оптимизации на гра-

фах и сетях, алгоритмами их решения.            

2.2.3 Перечень приборов, материалов, используемых в лабораторной работе: 
1. ПК.  

2. Windows. 

3. Office. 

 

2.2.4 Описание (ход) работы: пример выполнения задания работы 2.5. 
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1. Отыскание кратчайших путей в сети. Алгоритм Дейкстры. 

Кратчайшие пути. Задача поиска кратчайшего пути (наиболее дешевого? короткого?) 

«от пункта A до пункта В имеет массу практических приложений и различные алгорит-

мы решения. Математическая модель задачи имеет следующий вид.  

Рассматривается взвешенный граф (орграф) G(V,E), ребрам (дугам) которого со-

поставлены веса, обозначающие длину (или стоимость) пути из одного конца ребра в дру-

гой. Если из вершины vi нет ребра (дуги) в вершину vj, то вес ребра (vi,vj) считается рав-

ным ∞. Для ребер, являющихся петлями (диагональ матрицы смежности), их веса счита-

ются равными 0. Все компоненты матрицы – веса ребер, соединяющих соответствующие 

вершины. Требуется определить кратчайший путь из одной вершины в другую. 

Наиболее широко известны два алгоритма поиска кратчайших путей. Алгоритм 

Дейкстры находит кратчайшее расстояние от одной фиксированной вершины до другой и 

указывает сам путь, длина которого равна этому расстоянию. Алгоритм Флойда-

Уоршалла позволяет найти кратчайшие расстояния между всеми парами вершин графа. 

Задание. Задана весовая матрица сети G . Найти минимальный путь из вершины 

1x  в вершину 6x  по алгоритму Дейкстры.  

.

46

675

96

8

11  6   9

  

6

5

4

3

2

1

654321

























−∞∞∞∞∞

−∞∞∞

∞−∞

∞−∞∞

∞∞∞−∞

∞∞−

=

x

x

x

x

x

x

xxxxxx

P

  

                Решение. Изобразим теперь сам граф по данной матрице весов.                 

( )∗∞ 13,                                                                     Поскольку в данном графе есть цикл ме- 

                             3x                                                 жду  вершинами 2x , 3x  и 5x ,  то верши- 

           ( )∗∞ 6,       7                                                    ны  графа  нельзя  упорядочить по алго- 

( )∗0         4x           5       8              9        ( )∗∞ 15,      ритму  Фалкерсона.  На  рисунке  графа 

1x      6           9               ( )∗∞ 9,                   6x          временные и постоянные метки указаны 

                             6          2x       6                            над соответствующей  вершиной.  Итак, 

                 11                 6                      4                  распишем  подробно  работу  алгоритма 

                                                                                  Дейкстры по шагам. 

                                   ( )∗∞ 11,                                 Этап 1. Шаг1. Полагаем ( ) 11
~ ,0 xxxd == ∗ , 

                                      5x                                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .65432 ∞===== xdxdxdxdxd  

1-я итерация. Шаг 2. Множество вершин, непосредственно следующих за 1
~ xx = с времен-

ными метками { }.,,
~

542 xxxS =  Пересчитываем временные метки этих вершин 

( ) { } ( ) { } ( ) { } .11110 ,min  ,660 ,min  ,990 ,min 542 =+∞==+∞==+∞= ∗∗∗ xdxdxd  

Шаг 3. Одна из временных меток превращается в постоянную 

{ } ( ) .~  ,6 11, 6, , ,9min 44 xxxd ===∞∞ ∗  

Шаг 4. 64
~ xtxx =≠= , происходит возвращение на второй шаг. 

2-я итерация. Шаг 2. { } ( ) { } 956 ,9min  ,,,
~

2532 =+== ∗xdxxxS , ( ) { } 1376 ,min3 =+∞= ∗xd , 

( ) { } 1166 ,11min5 =+= ∗xd . 

Шаг 3. ( ) ( ) ( ) ( ){ } { } ( ) .~  ,9 11, 13, ,9min,,,min 226532 xxxdxdxdxdxd ===∞= ∗  

Шаг 4. 62 xx ≠ , возвращение на второй шаг. 
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3-я итерация. Шаг 2. { } ( ) { } .1389 ,13min  ,
~

33 =+== ∗xdxS  

Шаг 3. ( ) ( ) ( ){ } { } ( ) .~  ,11 11, 13, min,,min 55653 xxxdxdxdxd ===∞= ∗  

Шаг 4. 65 xx ≠ , возвращение на второй шаг. 

4-я итерация. Шаг 2. { } ( ) { } .15411 ,min  ,
~

66 =+∞== ∗xdxS  

Шаг 3. . ( ) ( ){ } { } ( ) .~  ,1351 13, min,min 3363 xxxdxdxd ==== ∗  

Шаг 4. 63 xx ≠ , возвращение на второй шаг. 

5-я итерация. Шаг 2. { } ( ) { } 15913 ,15min  ,
~

66 =+== ∗xdxS . 

Шаг 3. ( ){ } { } .~  ,1515minmin 66 xxxd === ∗  

Шаг 4. ,66 xtx ==  конец первого этапа. 

Этап 2. Шаг5. Составим множество вершин, непосредственно предшествующих 6
~ xx =  

с постоянными метками { }.,
~

53 xxS =  Проверим для этих двух вершин выполнение ра-

венства (4.7.3). 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., 91315~  ,, 41115~
633655 xxxdxdxxxdxd ωω +=+≠=+=+== ∗∗  Включаем 

дугу ( )65 , xx  в кратчайший путь. 5
~ xx = . 

Шаг 6. 1
~ xsx =≠ , возвращение на пятый шаг. 

2-я итерация. Шаг 5. { }.,
~

41 xxS =  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )., 6611~  ,, 11011~
544511 xxxdxdxxxdxd ωω +=+≠=+=+== ∗∗  Включаем ду-

гу ( )51, xx  в кратчайший путь. 1
~ xx = . 

Шаг 6. 1
~ xsx == , завершение второго этапа.  

Итак, кратчайший путь от вершины 1x  до вершины 6x  построен. Его длина (вес) равна 

15, сам путь образует следующая последовательность дуг ( ) ( ).,, 6551 xxxx −=µ  

Задания лабораторной работы № 1   
Задания. Задана весовая матрица сети G . Найти минимальный путь из вершины 

1s x=  в 

вершину 
6t x=  по алгоритму Дейкстры.  

1)

1 2 3 4 5 6

1

2

3

4

5

6

  

5  10   13   

8 9 13

.5 3 6

8 10

9

x x x x x x

x

x

P x

x

x

x

− ∞ ∞ 
 ∞ − ∞ 
 = ∞ ∞ −
 
∞ ∞ ∞ − 
 ∞ ∞ ∞ ∞ −
 
∞ ∞ ∞ ∞ ∞ − 

 2) 

.

46

675

96

8

11  6   9

  

6

5

4

3

2

1

654321

























−∞∞∞∞∞

−∞∞∞

∞−∞

∞−∞∞

∞∞∞−∞

∞∞−

=

x

x

x

x

x

x

xxxxxx

P
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3) 
.

46

675

96

8

11  6   9

  

6

5

4

3

2

1

654321

























−∞∞∞∞∞

−∞∞∞

∞−∞

∞−∞∞

∞∞∞−∞

∞∞−

=

x

x

x

x

x

x

xxxxxx

P

 4) 
.

46

675

96

8

11  6   9

  

6

5

4

3

2

1

654321

























−∞∞∞∞∞

−∞∞∞

∞−∞

∞−∞∞

∞∞∞−∞

∞∞−

=

x

x

x

x

x

x

xxxxxx

P

 

 

2. Построение остовного дерева (леса) графа: алгоритмы Краскала и 

Прима; задача об остове экстремального веса. 
Задания.  Для графа (сети), заданного матрицей весов,  

а) построить по этой матрице сеть (исходный граф), 

б) построить остов наименьшего веса, 

в) найти его вес. 

г) изобразить остовный граф: 

1) 

10 5 14

10 6 2 4 8

6 3 1 1

5 2 3 6 3

4 1 6 5

8 1 5 2

14 3 2

− ∞ ∞ ∞ 
 − ∞ 
 ∞ − ∞
 

− ∞ 
 ∞ − ∞
 
∞ ∞ − 
 ∞ ∞ ∞ − 

,        2) 

7 15 12 10

7 13 9 8

15 13 7 15 7

12 9 7 9 11

15 9 10

10 7 10 12

8 11 12

− ∞ ∞ 
 − ∞ ∞ 
 − ∞
 

− ∞ 
 ∞ ∞ − ∞
 

∞ ∞ − 
 ∞ ∞ ∞ − 

.  

 

Пример выполнения типового задания. Для графа, заданного матрицей весов,  

а) построить по этой матрице сеть (исходный граф), 

б) построить остов наименьшего веса, 

в) найти его вес. 

. .

129

1248

47614

987510

 655

  14  10 5

  

6

5

4

3

2

1

654321

























−∞∞∞

−∞∞

∞−

−

∞∞−

∞∞−

=

x

x

x

x

x

x

xxxxxx

W  

  Шаг1.  { } { } === /

65432

//

1

/   ,,,,,  , UxxxxxSxS Ø. 

Первая итерация. Шаг 2. 

 ( ) ( ) { } { },,,,  ,,  ,5, , 6543

//

21

/

21

/// xxxxSxxSxxSSd ==== ω   

( ){ }21

/ , xxU = . 

Шаг 3. SS ≠/ , переход на начало второго шага. 

Вторая итерация. Шаг 2.  

( ) ( ) { } { },,,  ,,,  ,5, , 654

//

321

/

32

/// xxxSxxxSxxSSd ==== ω  

( ) ( ){ }3221

/ ,,, xxxxU = . 
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Шаг 3. SS ≠/ , переход на начало второго шага. 

 

Третья итерация. Шаг 2. 

 ( ) ( ) { } { },,  ,,,,  ,6, , 65

//

4321

/

42

/// xxSxxxxSxxSSd ==== ω  

( ) ( ) ( ){ }423221

/ ,,,,, xxxxxxU = . 

Шаг 3. SS ≠/ , переход на начало второго шага. 

 

Четвертая итерация. Шаг 2. ( ) ( ) { } { },  ,,,,,  ,4, , 6

//

54321

/

54

/// xSxxxxxSxxSSd ==== ω  

( ) ( ) ( ) ( ){ }54423221

/ ,,,,,,, xxxxxxxxU = . 

Шаг 3. SS ≠/ , переход на начало второго шага. 

 

Пятая итерация. Шаг 2. ( ) ( ) { } ==== //

654321

/

63

///   ,,,,,,  ,9, , SxxxxxxSxxSSd ω Ø, 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }6354423221

/ ,,,,,,,,, xxxxxxxxxxU = . 

Шаг 3. SS =/ . Итак, получен остовный граф. ( )///  ,USG =  изображен на рисунке 

справа, его вес ( ) .2994655 / =++++=Gω     

     

        Исходный граф                                                    Остовный граф                        

                    2x                    5x                                               2x                   5x                            

                                                                                                                                                    

                                                12                                                                                                

           5         5    6       4                    6x                       5         5    6        4                  6x            

1x          14                                                         1x                                                                      

          10               7   4x       9                                                                 4x     9                          

                                                                                                                                                    

                      3x                                                                        3x                                                

                                    Краткая теоретическая справка  

  Деревья являются простейшим классом графов. Для них выполняются многие свойства, 

которые не всегда выполняются для обычных графов. Кроме того, деревья широко приме-

няются в программировании при различного рода обработке данных, в частности, в алго-

ритмах сортировки, кодирования и т.п. Дерево – это связный граф без циклов. Несколько 

деревьев (или несвязный граф без циклов) составляют лес. Таким образом, дерево являет-

ся компонентой связности. 

 

2.3 Лабораторная работа № 5 (2 часа). 
Тема:  Модели и методы математической статистики      

                    

2.3.1  Цель работы: сформировать представление о моделях и методах математи-

ческой статистики      

 

2.3.2  Задачи работы: ознакомление с моделями и методами математической ста-

тистики.      

2.3.3 Перечень приборов, материалов, используемых в лабораторной работе: 
1. ПК. 
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2. Windows. 

3. Office. 

 

2.3.4 Описание (ход) работы: пример выполнения задания работы 2.7. 
 

1. Генеральная совокупность и выборка. Вариационный ряд. 
 
Задание 1. ВСЭ 20 образцов продуктов выявила следующие данные об уровне опасности 

продуктов по 10-балльной шкале: 1,5,2,4,3,4,6,4,5,1,2,2,3,4,5,3,4,5,2,1. 

Составьте сгруппированный ряд распределения опасных продуктов по баллам. Определи-

те средний балл опасности продуктов, выборочную дисперсию и выборочное среднее 

квадратическое отклонение. 

Решение. Построение сгруппированного ряда для дискретного признака: составим табли-

цу, в которой перечислим варианты и их частоты. 

 
1 2 3 4 5 6 

 
3 4 3 5 4 1 

Для определения выборочных характеристик воспользуемся формулами приведёнными в 

§ 9.5. 

 

 

 
Ответ: средний балл опасности продуктов равен 3,3 при среднем квадратическом откло-

нении 1,49. 

 

2. Гистограмма, эмпирическая функция распределения, выборочная средняя и дис-
персия. 
 
Задание 2. Задана выборка: 2, 0, 2, 0, 3, 2, 1, 4, 3, 5, 3, 1, 1, 2, 3, 2, 1, 2, 2, 1. 

По заданной выборке: 

а) составить вариационный ряд и статистический закон распределения; 

б) построить полигон; 

в) составить эмпирическую функцию распределения и построить ее график; 

г) вычислить несмещенные оценки среднего значения m, дисперсии σ
2
 и среднего квадра-

тичного отклонения σ: , S
2
, S; 

д) найти доверительный интервал для среднего значения m с доверительной вероятностью 

γ  = 0,8. 

Решение: а) вариационный ряд: 0, 1, 2, 3, 4, 5. Объем выборки n = 20. 

Статистический закон распределения:  

 

 

  

 

 

 

 

 

где ni – частота; µi – относительная частота; i = 1, 2, …, 6;  

б) полигон частот выборки приведен на рис. 4. 

∗
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Рис. 4 

 

 

 

Изображаем точки с координатами (хi, ni) и соединяем их отрезками;  

в) эмпирическая функция распределения F
*
(х): 

 
При построении графика функции F

*
(х) откладываем значения в (0;1) (рис. 5);  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 5 

 

г) выборочное среднее  вычисляем как среднее арифметическое всех выборочных зна-

чений 

  

x = (0 · 2 + 1 · 5 + 2 · 7 + 3 · 4 + 4 · 1 + 5 · 1) = 2. 

 

Несмещенная выборочная дисперсия S
2
 равна 

S
2
 = ((0 – 2)

2
 · 2 + (1 – 2)

2
 · 5 + (2 – 2)

2
 · 7 + (3 – 2)

2
 · 4 +  

+ (4 – 2)
2
 · 1 + (5 – 2)

2
 · 1) = (8 + 5 + 4 + 4 + 9)  = 1,58. 

Стандартное отклонение S равно    S =  
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д) так как объем выборки n = 20, по таблице распределения Стьюдента найдем tα, для α = 1 

– γ = 0,2 и k = n – 1 = 19, tα = 1,33. 

Доверительный интервал для среднего m вычислим по формуле 

 

 

 
Задачи для самостоятельной работы  
Задание. По заданной выборке 

а) составить вариационный ряд и статистический закон распределения; 

б) построить полигон; 

в) составить эмпирическую функцию распределения и построить ее график; 

г) вычислить несмещенные оценки среднего значения m, дисперсии σ
2
 и среднего квадра-

тичного отклонения σ:  S
2
, S; 

д) найти доверительный интервал для среднего значения m с доверительной вероятностью 

γ. 

 

 52, 34, 49, 44, 45, 45, 37, 36, 46, 36; γ = 0,8. 

 

3. Нахождение выборочного уравнения прямой линии регрессии Y на Х по данным 
наблюдений: 
 

Задача. Найти выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на Х по данным n 

= 5 наблюдений: 

х   1,00   1,50   3,00   4,50   5,00 

у   1,25   1,40   1,50   1,75   2,25 

Решение. Составим расчетную табл. 11. Найдем искомые параметры, для чего подставим 

вычисленные по таблице суммы в соотношения (***): 

ρxy = (5·26,975— 15·8,15)/(5·57,5—15
2
) ==0,202; 

Ь= (57,5·8,15—15·26,975)/62,5= 1,024. 

( Для простоты записи вместо условимся писать. 

Таблица 11 

xi 

 

yi 

 

x
2

i 

 

xiyi 

 

1,00 

 

1,25 

 

1,00 

 

1,250 

 
1,50 

 

1,40 

 

2,25 

 

2,100 

 3,00 

 

1,50 

 

9,00 

 

4,500 

 4,50 

 

1,75 

 

20,25 

 

7,875 

 5,00 

 

2.25 

 

25,00 

 

11,250 

 

    

 

Напишем искомое уравнение регрессии: 

 

Y = 0,202x + 1,024. 

 

;
n

S
tхm

n

S
tх αα +≤≤−

;
20

1,26
1,332m

20

1,26
1,332 +≤≤−

2,37.m1,63 ≤≤

,х

15=∑ ix 15,8=∑ iy 50,572 =∑ ix 975,26=∑ ii yx
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Для того чтобы получить представление, насколько хорошо вычисленные по этому урав-

нению значения Yi согласуются с наблюдаемыми значениями уi найдем отклонения Yi—

уi. Результаты вычислений приведены в табл. 12. 

Таблица 12 

xi Yi yi Yi - yi 

1,00 

 

1,226 

 

1,25 

 

—0,024 

 
1,50 

 

1,327 

 

1,40 

 

—0,073 

 
3,00 

 

1,630 

 

1,50 

 

0,130 

 4,50 

 

1,933 

 

1,75 

 

0,183 

 5,00 

 

2,034 

 

2,25 

 

- 0,216 

 
Как видно из таблицы, не все отклонения достаточно малы. Это объясняется малым чис-

лом наблюдений. 

 
 

3. МЕТОДИЧЕСКИЕ УКАЗАНИЯ  

ПО ПРОВЕДЕНИЮ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАНЯТИЙ  

Практические занятия не предусмотрены РУП 

 

 

 


